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Cuvînt introductiv 


Prezenta lucrare are o structură originală prin faptul că iși propune să 
pună cititorul în situaţia de a parcurge, printr-un bogat sir de probleme, evolulia 
matematicilor elementare, începînd din antichitate. 

Această călătorie, însă, nu este numai informativă, nu este participarea la 
un film atractiv, ci are un serios caracter formativ și instructiv, îndeosebi pentru 
tineret. 

În plus, această retrospectivă mobilă si antrenantă are o calitate greu de 
prețuit, aceea de a pune în lumină vie și revelatoare rădăcinile permanent active 
ale matematicii în realitatea obiectivă, în practica socială, chiar si atunci cind 
problema înfățișată are un caracter ostentativ distractiv. Este chiar surprinzător 
de frecvent acest caracter în preocupările celor mai de seamă savanți si cărturari 
ai tuturor epocilor, iar faptul că autorul reușește să-l integreze cu eleganță, dar 
și cu hotărită fidelitate de-a lungul întregii sale lucrări, constituie un meril ce 
trebuie sublinial. 

Culegerea de probleme nu are un caracter didactic deliberat și deci nu 
trebuie privită ca un auxiliar al pregătirii vreunei categorii de elevi sau studenți 
in vederea vreunui examen sau concurs. Totuși, ar fi greșit și chiar mai rău, 
superficial, să credem că problemele cuprinse în ea nu ar fi utile unei astfel de 
pregătiri. Dimpotrivă, multe dintre ele prezintă dificultăţi care impun stăpînirea 
sigură a rafionamentelor matematice, dau de lucru ingeniozităţii și necesită folo- 
sirea unor tehnici delicate ale instrumentelor matematice. Este dealtfel si firesc 
să fie așa, dacă ținem seama că unele probleme sînt semnate de nume prestigioase, 
iar altele fac parte din patrimoniul, din fericire păstrat si transmis pînă la noi, 
al ştiinţei universale a veacurilor trecute. 

Stápinind o deosebită cultură științifică si calităţi literare, autorul prezintă 
cu talent diferitele secţiuni ale textului. Lucrarea are la bază o concepție clară 
care apare chiar din titulatura capitolelor. Ea începe cu o prezentare a modului 
in care omenirea a conceput și asimilat numerele si cum le-a reprezentat grafic, 
cum le-a exprimat verbal si cum le-a folosit în operaţiile elementare. Diversele 
sisteme de numerație folosite din cea mai îndepărtată antichitate ne dau o viziune 
tulburătoare a eforturilor făcute de mintea omenească pentru a stăpini numerele 
si operaţiile cu acestea în viața socială, în practică si în dezvoltarea altor disci- 
pline științifice. 

Ca o urmare firească a acestui capitol introductiv, cel de al doilea este con- 
sacrat problemelor anlice și medievale. Aci găsim nume ca cele ale lui Arhimede, 


о 


Hipocrale din Chios, Eudoxiu din Cnidos, Fibonacci, Leonardo Pisano, Luca 
Pacioli sau Leonardo da Vinci, alături de altele ale unor învățați orientali ca 
Sun-tzi, Bhaskara, Anania din Sirak, Liu Huei, Al-Horezmi sau Al-Karadji. 

Dar găsim si texte anonime de probleme egiptene si sumero-babilonene, 
rusesti, precum si altele care nu se mai stie de unde si cum provin, dar au ajuns 
pină la noi impregnate în acel parfum nostalgic al trecutului pe care stilul epocii 
respective ni-l insinuează subtil. 

Literatura beletristică nu este nici ea lipsită de probleme matematice si 
autorul ne oferă exemple din Creangă și Cehov. 

Următorul capitol se intitulează „Probleme captivante“, exprimind predi- 
lecţiile autorului pentru un număr important de probleme semnate de nume 
răsunătoare sau chiar nesemnate, dar suscitind interesul si curiozitatea prin 
enunțurile lor. ca si prin căile ingenioase de rezolvare. 


Începind cu celebra problemă a Didonei, capitolul ne pune în faţa tabloului 
pictorului Bogdanov-Belski în care se cere efectuarea unui calcul aritmelic, ne 
trece la problema lui Newton, apoi la o problemă propusă de un zidar român 
si publicatá în Gazeta Matematică A. Numele mari nu lipsesc din nici o pagină 
a acestui capitol unde îi întîlnim pe Euler, Tolstoi, Lalescu, Dudeney (enigmist 
englez celebru), Napoleon Bonaparte, Țiţeica, Miquel etc. Dar si alte probleme 
ca cea a celor două izvoare de lumină, a celor 8 locomotive, a celor 7 poduri, a 
înălțimii munţilor din Lună, a zborului spre Lună, a rachetelor care se ciocnesc, 
а luptătorilor sau a nucilor de cocos, a sferei găurile, a hărţii sînt demne de a trezi 
inleresul și pasiunea amatorilor ca și a specialiștilor. 

Capitolul este completat cu prezentarea unora dintre problemele celebre 
rămase în bună parte nerezolvate ca: dublarea cubului, trisecliunea unghiului, 
cvadratura cercului, leorema lui Fermat sau problema lui Goldbach. Astfel, 
cititorul este, pe de o parte, informat corect asupra acestor probleme, iar pe de 
айй parte, îndemnat să gîndească asupra posibilităţilor ca si a imposibilității. г 
rezolvării lor. 

Problemele criptaritmetice, care fac obiectul capitolului următor, stirnesc 
totdeauna curiozitatea și interesul, fiind asimilate cu jocurile de cuvinte încrucișate, 
sarade, rebusuri etc. 

„Același interes il trezesc si paradozurile matematice, foarte instructive 
fiindcă arată că raţionamentul matematic nu este infaili bil si că el trebuie controlat 
si confruntat cu realitatea obiectivă. Erorile, care se fac, nu sint ușor de descoperit 
totdeauna si, în consecință, nu trebuie să ne mirăm că între aceste paradozuri 
unele sint celebre. 

Dealtfel, întreaga lucrare are o valoare instructivă remarcabilă, autorul 
avînd calitatea de a-și conduce cititorul in mod plăcut să înveţe, ceea ce constituie 
un dublu cîştig. Un concurs antrenant, capitol care conține numeroasele probleme- 
lest date în S.U.A. la un concurs anual, pune în evidență caracterul competiliv 
pe care il cere acest concurs de viteză în га[іопатепі. 


Lucrarea se încheie cu un capitol intitulat „probleme recreative“. De fapt, 
sint probleme de matematici aplicate la viața cotidiană, în actele obișnuite, la 
siluatii ce pot apărea oricui. Altele sînt sub formă de basme sau scenete, istorioare 
care cuceresc pe cititor și-l stimulează să facă raționamente ingenioase, dintre 
care multe nu necesită nici un instrument matematic complicat, ceea ce le mărește 
atractivilatea. 
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Pentru a rezuma această trecere în revistă comentată ca o excursie cu ghid 
turistic, consider lucrarea lui Titus Popescu reușită atit ca alcătuire, cit si ca 
prezentare. Autorul stápineste bine pirghiile га{іопатепішиі matematic, in 
special ale celui necesar în domeniul matematicii clasice, care prezintă dificultăţi 
din cauza marii varietăţi a problemelor ce pot apărea. 

Dat fiind valoarea acestei lucrări care se adresează unui număr mare de 


cititori de diverse profesii si vîrste, inclusiv elevilor de liceu si profesorilor lor, o 
recomandăm cu căldură. 


Acad. N. TEODORESCU 


Numeri mundum regunt 


Despre numere si sisteme de numeratie 


Numărul reprezintă rezultatul unei măsurări. 


Acestui rezultat putem face să-i corespundă un semn grafic sau un grup 
de semne grafice. 

Newton defineşte numărul real, nu ca o reuniune de unități, ci ca un 
raport abstract între o mărime oarecare și o altă mărime de același gen, luati 
ca unitate. 

M. Cantor, cunoscut istoric al matematicii, consideră numărarea, res- 
pectiv numărul natural, ca o reunire conştientă a unor obiecte într-un an- 
samblu. 

După Frege și Russel, numărul 1 este definit ca o proprietate sau, mai 
frecvent, ca o clasă, anume clasa tuturor claselor care contin, fiecare, un 
singur element. 

Numărul 2 este definit analog (ş.a.m.d.). 


Evoluţia acestor concepte şi modul de concretizare, în timp şi spaţiu, la 
diferite popoare, sînt de o varietate uimitoare. 

La tribul indian de vinători abiponi din Argentina, pe cale de dispa- 
ritie, călătorii au descoperit la începutul secolului trecut numerele 1 — initara 
şi 2 — inioaka. Numărul 3, ei îl exprimau ca inioaka-initara (după principiul 
aditiv), numărul 4 — degetele strutului, 5 — degetele míinii, 10 — c:egetele 
ambelor miini, 20 — degetele miinilor si ale picioarelor. 

N. N. Mikluho-Maklai a descris un procedeu de numărare la locuitorii 
din Noua Guinee: 

„Papuașul îndoaie degetele miinii unul după altul, emifind un anumit 
sunet, de exemplu; be, be, be.... 

Ajungind la 5, el spune ibon-be (mînă). 

A poi el îndoaie degetele celeilalte mîini, repetind din nou be, be, ... pină 
cînd ajunge la ibon-ali (două miini). Apoi el merge mai departe, murmurind 
be, be ... pînă cînd ajunge la samba-be și samba-ali (un picior, două picioare). 

Dacă trebuie să numere mai departe, papuașul folosește miinile si picioarele 
unui alt ins“. 


Si astăzi multe triburi australiene, de exemplu cele care locuiesc in 
golful Cooper, exprimă numeralele folosind repetarea: 1 — guna, 2 — barcula, 
3 — barkulaguna, 4 — barkula barkula. 

În unele limbi, forma plural se dă prin simpla repetare; de exemplu în 
limba hindi: bhai — frate, bhai-bhai — frati. 


* 


Sistemul de a scrie şi citi numerele pe care îl folosim azi se numește 
pozițional, deoarece rolul principal îl joacă poziţia cifrei. 

Cifrele întrebuințate se numesc cifre arabe, deşi originea sistemului 
o găsim în India. 

Aceste cifre nu au fost descoperite de un anumit învăţat, ci de oameni în- 
sárcinati cu ţinerea socotelilor comerţului, care au căutat procedee noi, mai 
potrivite acestui scop. 

Cifra zero a fost descoperită mai tîrziu, abia pe la anul 100-— 150 al erei 
noastre. La indieni era denumită sunia (gol). 

Sistemul de numerație pus la punct apare scris într-o lucrare din anul 
770, dar calea intrării sale în uz a fost foarte sinuoasă. 

El a fost introdus în Europa mult mai tîrziu — pe la anul 1200, în 
Italia, — prin arabi, care făceau comerț cu indienii. 

Sistemul folosit de noi este sistemul си baza 10, adică sistemul zecimal. 
Această bază a cunoscut o largă întrebuințare, deoarece oamenii au învăţat 
să numere și să socotească pe degete. 

Călugărul Baeda (irlandez, 673 — 735) în lucrarea sa „De temporum 
ratione" face unica descriere completă a numărătorii pe degete. Degetele 
îndoite în anumite feluri pe palma miinii reprezintă unităţi, zeci, sute şi mii, 
iar anumite gesturi făcute cu miinile permit numărătoarea pînă la un milion. 

Începînd cu Boethius, englezii numesc și azi unităţile — digitis, iar 
francezii — doigts. 

O expunere amplă, în imagini, a numárátorii pe degete (pină la 9000) 
găsim si în lucrarea lui L. Pacioli (1494), „ Summa de arithmetica". 

În istoria culturii popoarelor întîlnim multe sisteme de numerație, adică 
sisteme cu baze diferite: 2, 3, 5, 10, 12, 20, 60. 

Dintre acestea, exceptind pe cel în baza 10, cele mai ráspindite au fost 
sistemele cu bazele 5 şi 20, găsite la popoarele din Siberia de Nord, America, 
Africa şi Oceania. 

Astfel, în limba api din Noile Hebride, seria numerelor simple se termină 
cu 5, numit luna, adică „mina“; numerele succesive sint compuse: 6 este 
O-tai („un alt 1“, adică 5 +1; 7 este O-luna („un alt*—5 4-2) etc, în timp ce 
„zece“ este exprimat prin luna-luna, adică „două miini*. 

Babilonenii au avut sistemul de numere cu baza 60, adică sexagesimal, 
dar foloseau si un sistem mixt sexagesimal şi zecimal. 

În China, cele mai vechi inscripţii numerice se întîlnesc pe oase de ghicit 
din secolele al XIV-lea — al XI-lea î.e.n. Numărătoarea avea un caracter 
zecimal. Cel mai mare număr întîlnit este 30 000. Pentru scrierea numerelor 
se folosesc cifre-bastonaşe cu valoare poziţională: unităţile, sutele, zecile de 
mii sint verticale, iar zecile si miile orizontale. 
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În Mexic, aztecii (sec. al XII-lea e.n.) aveau o scriere hieroglifică şi 


foloseau un sistem de numerație nepozitional cu baza 20. Exemple:70 = Ou 
20 = Р 53 50 ~ РРФ. 


Unitatea urmátoare superioará ега 4 00 - ў din care prin înjumătățire 
se obfinea 200 - d 


Sistemul cu baza 12 se întilneşte la unele triburi din Africa centrală; 
o rămăşiţă a lui este numărarea în duzini. Din punct de vedere matematic 
se apreciază că acest sistem de numerație este mai avantajos decit celelalte 
(cu baza 5 sau 20), deoarece baza sa (12) se imparte prin 3 şi 4 si. datorită 
acestui fapt, este uşor de făcut operaţii cu împărțirile frecvent intilnite ale 
cercului şi timpului. 

În marea Coralilor, la răsărit de strîmtoarea Terres, unele triburi nu 
trec de sistemul binar: ele nu cunosc decit numerele 1 (urapun) si 2 (okosa); 
toate numerele superioare sînt compuse prin adunarea: 4 este okosa-okosa, 
5 este okosa-okosa-urapun, adică 24-2 4-1. 

În prezent, sistemul binar, complet incomod pentru viaţa de toate zilele, 
este folosit cu avantaje enorme în principiul de funcţionare — calcul al calcu- 
latoarelor. 

În sistemul binar nu avem decit două cifre: O şi 1. 

Operaţiile aritmetice în acest sistem au la bază două reguli: a) 1 +1 = ,,10“ 
si b) 1-1=1. 

Exprimarea unui numár din sistemul zecimal intr-un nou sistem de 
numerație se face prin împărţirea numărului dat la noua bază; resturile succe- 
sive şi ultimul cit obţinut sînt cifrele numărului căutat. 

Astfel, pentru a exprima numărul 1961, scris în baza 10, printr-un 
număr cu baza 2, vom proceda astfel: 


1961 1077 X, 


1961 : 2 980 : 2 490: 2 245:2 122: 2 
18 980 8 ' 490 4 245 2 122 12 ё 
16 18 9 -4 --2 
16 18 8 4 2 
1 --0 10 -5 0 
10 4 
-0 1 
61:2 30:2 15:2 7:2 3:2 
6 зо 2 15 14 7 6 3 21 
-1 10 -1 1 1 
10 
0 


Rezultă: X,— 11110101001 
Deci 1961,,—11110101001; 
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Verificarea se poate face рипїпа în evidenţă puterile bazei: 
11110101001,=1 · 21° +1 · 29 +1. 224-1: 2° +0 - 28 -1- 25 +0 - 21 + 
4-1 = 22 +0 - 22 +0 - 2141 - 29 1961, 


Trecerea unui număr dintr-un sistem de numerație cu о bază oarecare 
în sistemul cu baza 10 se face astfel: inmultim numărul unităţilor de cel mai 
mare ordin n cu baza ridicată la puterea п—1; la produsul obţinut adunăm 
numărul unităţilor de ordin imediat inferior п— 1 înmulţit cu baza ridicată 
la puterea n—2 etc. 

Exemple. 1) Dacă sistemul de numerație ar fi în baza $, atunci 
numărul 256, (atenţie: nu se citeşte două sute, cincizeci si ѕа:е.) se poate scrie 
în sistemul zecimal astfel: 


256,—2- 82 4-5 · 81+6- 8*—2- 64 +5 · 8--6—1744, 
2) Să sc arate că: 
(501, — 141,) : 1010, 4-(562, — 1546) - 1010, : 9000,,—1 
Rezolvare: 
(5: 7? -0- 714-1 - 7?—(1* 52 +4 · 541 · 59) (1 + 33 +0 · 32-1. 34-0) + 
+(5- 82 +6 · 8! +2 - 89 —(1 - 624-5 + 64-4) · (1: 22 +041 - 2+0) = 
= (245 +1 — (25 4-20 +1))(27 4-3) +(320 4-48 4-2— 70) - 10= 
= (246—46) - 30 4-(370— 70) - 10— 9000 : 9000z 1 
3. Sá se demonstreze identitatea: 
(10010, 4-1120,) - 121, —4000,— 32, - 101, 
Solutie: 
10010,=1 · 21 +1 · 2-18, 
1120,21: 3? +1 · 32 +2: 3-424 
121,21: 4? +2: 4 4-1: 4?—25, 
4000,—4 - 52= 500, 
326=3 · 6 4-2—20, 
101,—1 * 7? +0 * 71 +1 · 7?— 50,0 
12 


Identitatea devine in sistemul zecimal: 
(18 +42) - 25—500= 20 · 50 
60 - 25—500= 1000 
1500 —500 = 1000 


Adunarea in sistemul binar se face ca și în sistemul zecimal, tinind seama 
că două unităţi de un ordin alcătuiesc o unitate de ordin imediat superior 
şi trebuie transformate. 


Exemplu: 1111 111 + 
11 111 
1111 
11 111 


11001-100, 


La scădere se tine seama cá, dacă trebuie să ne „împrumutăm“, o unitate 
de ordin superior este egală cu două unităţi de ordin imediat inferior. 

Efectuind scăderea în sistemul zecimal: 97—23=—74, în sistemul binar 
obținem: 


1100001 — 
10111 


1001010 


Verificare: 1 - 25 +0 - 25+0- 21 +1 - 2°-Е0. 22 4-1 - 21 0 - 2?—64 4-8 + 
+2= 7410 

Din aceste citeva exemple, se remarcă imediat faptul că unor numere 
„mici“ în sistemul zecimal le corespund numere „mari“ (cu multe cifre) în 
sistemul binar. 

Acest dezavantaj aparent este compensat cu prisosință de viteza curentu- 
lui electric ce străbate fulgerător „poziţiile“ cifrelor (în sistemul binar) din 
maşina de calculat. 

O autobiografie misterioasă. 

Printre hiîrtiile unui matematician a fost găsită autobiografia lui. Ea 
începea cu următoarele rînduri: 


„Eu am terminat universitatea la vîrsta de 44 de ani. După un an, fiind 
un tînăr de 100 de ani, m-am însurat cu o fată de 34 ani. Diferenţa neînsemnată 
de vîrstă dintre noi — de numai 11 апі — a contribuit la comunitatea noastră 
Че interese și idei. 

Peste cîțiva ani aveam deja o mică familie cu 10 copii. Salariul meu era 
de 200 ruble, din care 1/10 îi dădeam surorii mele, așa încît noi, cu copiii, 
am trăit cu 130 ruble pe lună“. 

Cum pot fi explicate contradicţiile curioase dintre numerele prezentate 
în aceste fragment? 

(I. I. Perelman, Aritmetica distractivă) 


Secretul rezolvárii este trádat de fraza: ,dupd un an (peste 44 ani) 
fiind un tînăr de 100 ani“ ... de unde rezultă că datele problemei corespund 
unui sistem nezecimal. Dacă prin adăugarea unei unităţi numărul 44 se trans- 
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CIFRA 2° 
in manuscrise medievale 


ТОСТЫ uh 
d cl uu e m 


Acest exemplu ilustreaza m mod pregnant cit de mult 
a varat forma cifrelor scrise de-a lungul veacurilor 


Prima apariție a semnelor minus ŞI plus 
in manuscrise de algebrá (1486) 
ABC e OT epu & В 
15 - 22x x3 +2 = 
RĂ SPINDIRBA CIFRELOR NOI 


| Pe lespezi funerare | Pforzheim (Baden) 


„ 


Fe monede 


А Elveția 
Germania 
Suedia 


Franța 
Scotia , Anglia 
Pe un document al Аш Luca Stroci, 
logofătul Moldove! Moldova 
Pe pecetea lui Ud ıste Nåsturel = 2 
cumnatul hui Моге? Bosar ab | 623 Тага толепеазса 


Sistemul de питегаје la egipfeni 


Sistem теста! cu semne numerxe distincte pentru puterile 
lui 10 ріпа ю #7: 


0 -Q тае reprezintă .рефс! pentru трејсагеа 
vacilor sou ил val’ 
00 = С „sfooră ае masuat 


:200 -7 „foare de itus" 


10000 =) .dege'u! eratdtor* 
100000 = .mormoloc' 


а 
un топ ~ „un от тга? 


zece miliome -9. Soare’ 
Numarul 5377 se scria astfel 


98544 jee ei AAA ипи 


Sistemul de numeratie sumerian 
Sistem  sexagesimal, in unele cazuri zecimal 
Exemplu: numărul 10921- 3 602. 2 60 +1 se scria astfel: 


YYY- Y. Y 


Sistemul de numeratie la poporu maya 
гист sec. ren) 
Sistem  pozitiond! cu baza 20 
Exemplu: 360-zx (semnul zero fiind reprezenta sub 
“> 
forma ипе? scoici 


Numere de ordin superior іп 


12 = А (deka) 

nC -Hsi FE (hekaton) 
КОО +Х (hilias! și t 
10000 =M  mriada) 


Exempu ; in scrierea atică numàr 9821 se scria: 


TC OXOS AAA) 
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formă in 100, aceasta înseamnă că cifra 4 este cea mai mare in acest sistem si 
prin urmare baza sistemului este 5. Transformind numerele din sistemul cincinal 
in cel zecimal, constatám cà biografia nu contine nici un fel de contradictii. 
„Ец am terminat universitatea la vîrsta de 24 ani. După un an m-am însurat, 
fiind tinăr de 25 ani, cu o fată de 19 ani. Diferența mică de vîrstă dintre noi — 
de numai 6 ani — a contribuit la comunitatea noastră de interese şi idei. 
Peste cîțiva ani aveam deja o mică familie cu 5 copii. Salariul meu lunar 


ега de 50 ruble, din care 1/5 îi dădeam surorii -mele, asa încil noi, cu copiii, ат 
4rdit cu 40 ruble pe lună.“ Si misterul s-a risipit... 


РКОВГЕМЕ 


1. Probleme antice si medievale 


În literatură, creaţiile populare au impresionat totdeauna prin exteriori- 
zarea spontană, dar plină de farmec, a unor profunde sentimente umane. În 
ele vedem înţelepciunea poporului. 


În „probleme antice şi medievale“, întîlnim acelaşi filon, care ne conduce 
în templul plin de podoabe al vechii creaţii matematice. 

Si ele ne atrag cu un farmec mereu viu, pentru că sînt spontane ca inte- 
ligenta înnăscută, merg drept la ţintă ca dorul într-o inimă deschisă şi sint 
presărate cu nelipsitele elemente ale naturii, care ornamentau laboratorul 
vechilor matematicieni ... Buchetul de lotusi curati, albinele ce zboară din 
floare-n floare, păsările cerului se întretaie cu dorinţele arabului pe patul de 
moarte, cu fiorii iepurelui urmărit de cîine si... toate aşteaptă răspunsul cerut 
în graiul cifrelor. 

Ca în orice creaţie de acest fel, variantele nu lipsesc şi compararea lor 
în timp şi spaţiu dezvăluie nepotolita sete de cunoaștere a omului, chiar în 
condijiil: năvălirilor pustietoare, ale inchizitiei virulente, ori ale existenţei a nu 
mai puţin de 27 metode de înmulţire („în sah", „prin îndoire“, „pe părți sau 
rupt“, „în reţea“, cu „spatele în faţă“, „în cupe“, „în diamant“ etc; „în barcă 
sau galeră“ (pentru împărțire), metode greoaie pentru învăţarea cărora tre- 
buia mult timp şi un talent înnăscut. 

Redind la lumină aceste probleme — înflorite gratuit de diferiţi autori — 
ne facem o datorie morală faţă de creatorii lor, satisfácind, în același timp, 
şi curiozitatea firească a unei cunoașteri din care comparatiile cu actuala 
problematică şi cu noile mijloace de rezolvare scot în evidenţă meritele deose- 
bite ale promotorilor acestei prestigioase discipline a spiritului uman. 


1. Să se citească numărul 1180703051492863. 
Al-Horezmi (Islam) 


2. Să se determine un număr multiplu de 7, care împărțit prin 2, 3, 
4, 5 şi 6 să dea la rest 1. 
Fibonacci (intilnitá şi la Al-Haisam) 
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3. Să se determine un număr, care împărțit prin 3,5 si 7 dà, respectiv, 
resturile 2, 3 si 21. 
Fibonacci; Sun-tzi (sec. III sau IV) 


4. Dintr-un buchet de lotusi curati, a treia, a cincea si a sasea parte sint 
aduse în dar, respectiv zeilor Siva, Vișnu și Suria, iar o pătrime — lui Bhavani. 
Restul de 6 lotuşi se dau unui prea cinstit dascăl. Ráspunde-mi repede citi 
lotusi erau in total. . 

Bhaskara (in Lilavati) 


5. Sá se împartă 48 de piini la 6 persoane astfel „ca diferența dintre 
fiecare om si vecinul lui să fie egală cu o mărime dată, 2 piini“. 


(Adaptare după o problemă egipteană) 


6. „Opisul inventarului gospodăriei: 7 case, 7 pisici, 7 șoareci, 7 spice de 
orz, 7 măsuri de gráunle; cite (obiecte) în total?" 


(Veche problemă egipteană) 


7. Șapte bátrine au plecat spre Roma. Fiecare avea cite 7 catiri, pe 
fiecare catir erau cite 7 saci, cu cite 7 piini fiecare; pe lingă fiecare pîine erau 
7 cuțite, fiecare cuţit fiind băgat în cite 7 teci. Cite obiecte erau cu totul? 


Fibonacci 


8. ..Merg pe drum sapte babe; 
Fiecare babă are şapte toiege; 
Pe fiecare toiag sint șapte noduri; 
Pe fiecare nod sint sapte traiste; 
In fiecare traistă sint şapte plácinte; 
În fiecare plăcintă sint şapte vrábii; 
Fiecare vrabie are şapte pipote ... 
Si cu totul cite sint?" 


(Dintr-un manuscris rusesc medieval) 


9. Să se determine termenii progresiei aritmetice: a, a,— a, +d, 
... 8,—28,-4-8d pentru condiţiile: 


а, Ра, Раз —4 
а, та Раз Һа = 3 
(Matematica în nouă cărţi, сагіеа а VI-a) 


10. Cit de mare va fi o cireadá de vaci şi de viţele provenită în 20 de ani 
de la o singură vacă, cu condiţia ca vaca să nască la începutul fiecărui an 
cîte o vitea, iar vitelele să dea aceiaşi urmași, cînd ating vîrsta de 3 ani. 


Naraiana (sec. al XIV-lea) 


1 Cunoscută azi sub numele de „problema chineză a restului“. 


22 


11. Să se împartă 1 i mine de argint intre 10 frati astfel incit cotele- 


раці ale fraţilor să formeze o progresie aritmetică, ştiind că cota celui de-al 
uptulea frate este egală cu 6 sekeli. 
(Probleme sumero-babilonene) 


12. Pe patul de moarte, un tată imparte in mod egal banii între fiii 


săi, primului 1 monedă şi 2 din restul banilor, celui de al doilea 2 monede 


și = din rest, celui de al treilea 3 monede și E din rest etc. si cînd termină. 
4 


se stinge. 
Citi bani si citi copii avusese acel tată? 


Cálugárul Maximus Planudes din Nicomedia (1260—1310) 


13. Doi oameni cumpără o turmă de porci cu 100 de soldi, la preţul 
de 5 porci cu 2 soldi. Apoi ei împart turma şi încep să vîndă 5 porci cu cite 
2 soldi si cîştigă bine. Cum e posibil aceasta? 

Albinus Flacus (Alk-win) 


14. Dacà 20 de coti de stofá costá 3 lire, iar 42 de rotuli de bumbac 
costă 5 lire, citi rotuli (unitate de greutate din Pisa) de bumbac se pot obține 
pentru 50 de coti de stofă? 

Leonardo Pisano 


15. Treizeci de păsări costă 30 de monede, potirnichile costă 3 monede 
bucata, porumbeii — 2 monede bucata, iar perechea de vrăbii, o monedă. 

Cite păsări sint din fiecare fel? 
Leonardo Pisano 


16. Un cal trápas și o gloabă pleacă dintr-un punct dat; trăpaşul par- 
curge în prima zi 193 li, iar în fiecare zi următoare cu cite 13 li mai mult; 
gloaba parcurge in prima zi 97 li, iar în fiecare zi următoare cu cite 1/2 li 
mai puţin. După ce a parcurs 3000 li, trăpaşul se înapoiază şi pe drum se 
intilneste cu gloaba. Se întreabă după cite zile s-au intilnit cei doi cai si cit 
a parcurs fiecare? 


(Matematica în nouă cărți, cartea a VII-a) 


17. Cite perechi de iepuri se vor naște într-un an dintr-o pereche de 
iepuri, dacă fiecare pereche aduce lunar o nouă pereche, capabilă, la rîndul 
său, să se reproducă după o lună de la naştere și dacă nici o pereche nu moare? 


Fibonacci 


18. Să se determine numărul cel mai mic de greutăți cu care se pot cin- 
tări toate greutăţile întregi, mai mici decît una oarecare dată. 


Leonardo Pisano 
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Е Ое Е А 1 .1 Su Ms 
19. Să se calculeze înălțimea unui arbore din care E si P alcátuiesc 


21 de schioape si se află sub pămînt. 
Leonardo Pisano 


20. Un joc de zaruri in care cístigá cel care realizeazá 6 puncte se opreste, 
cînd unul dintre jucători realizează 5 puncte, iar celălalt, 2. 
În ce proporţie trebuie împărțită miza? 
Luca Pacioli 


21. Doi oameni au în punga lor o anumită sumă de bani. Dacă primul 
om va căpăta de la cel de-al doilea 7 dinari, atunci el va fi de cinci ori mai 
bogat decit al doilea; dacă al doilea om va primi de la primul 5 dinari, el va 
fi de şapte ori mai bogat decît primul. Citi bani are fiecare? 


Leonardo Pisano 


22. Pe un zid de 90 tuni creşte un dovleac a cărui tulpină se ridică în- 
tr-o zi cu 7 tuni; jos crește un dovleac a cărui tulpină se ridică într-o zi cu 
10 tuni. Cînd se vor intilni ei? 

(Matematica în nouă cărți, cartea a II-a) 


23. De la tatăl meu am auzit următoarele: 


În timpul cunoscutelor războaie dintre armeni şi persi, Zaurak Kam- 
sarakan a sávirsgit fapte extraordinare; se pare cá, atacind armatele persane 
de trei ori într-o lună, el distruse de prima dată jumătate din oastea lor şi, 
urmărind-o, a doua oară nimici a patra parte din ea, iar a treja oară — a 
unsprezecea parte; cei rămaşi în viaţă, în număr de 280, o luară la fugă spre 
Nahceavan. 

Și, astfel, noi trebuie să aflăm după această rămăşiţă, сї{ї fuseseră ei 
pînă la înfrîngere. 

Anania din Sirak 


24. Un cîine urmăreşte un iepure. Iepurele sare de fiecare dată cite 
7 picioare, în timp ce cîinele sare 9. În cite salturi va fi ajuns iepurele de 
ciine, care se găsește la o distanţă de 150 de picioare în urma sa? 


Albinus Flacus (Alk-win) 


35. Se împart 100 de scheffeli (unitate de cereale germană, aprox. 70 1) 
intre 100 de bărbaţi, femei şi copii. Fiecare bărbat primește cite 3 scheffeli, 
fiecare femeie, cite 2, iar doi copii, un scheffel. Citi erau din fiecare? 


Albinus Flacus (Alk-win) 


26. Vinzindu-se 2 bivoli si 5 berbeci si cumpárindu-se 13 porci, rămîn 
1 000 de tiani; vinzindu-se 3 bivoli şi 3 porci, banii ajung exact pentru cum- 
părarea a 9 berbeci; vinzindu-se 6 berbeci şi 8 porci, se cumpără 5 bivoli, 
dar n-ajung 600 tiani. Să se afle costul unui bivol, al unui berbec si al unui porc 


(Matematica în nouă cărți, cartea a VIII-a) 
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27. Deinmultitulsi inmultitorul 2 003 320. Inmulteste cu (0) 30,1001640. 
Înmulţeşte 1 001640 cu 1 001 640. 10 033 204 374 640. Scade 1 de aici: Rămi- 
ne (000)33 204 374 640. Ce trebuie inmultit cu ce pentru a obtine (000)33 
204 374 640? 


(Probleme sumero-babilonene) 


28. Saptezeci si opt trunchiuri de bambus mari si mici costá 576 tiani; 
un trunchi mare costá cu 1 tian mai mult decit un trunchi mic. Considerind 
prețurile numere întregi, să se afle cit costă fiecare si cite trunchiuri din 


fiecare cantitate erau. 
(Matematica în nouă cărți, cartea a II-a) 


29. Să se determine două numere, astfel încît produsul lor xy — 600 si 
să îndeplinească o a doua condiţie, care este dată prin diferite expresii (din 
ce in ce mai complicate), începînd cu x J-y —50 si pînă la: 


(3х +27) + 2и (х+у)— "n +1)«—у)] + vr] —17 100 
(Probleme sumero-babilonene) 


30. Lungimea arcului a sapte spire de elice. (Pe un deal) creste un copac 
de 2 cijani înălţime, iar circumferinta de 3 ci. La picioarele lui crește o pue- 
raria (arbust urcător cultivat ca o plantă ornamentală). Prin 7 spire ea se 
ridică în jurul copacului pînă în virful lui. 


Care este lungimea puerariei? 
(Matematica în nouă cărți, cartea a IX-a) 


31. Pe un deal creşte un brad de înălțime necunoscută. Jos, pe cîmp, se 
află două prăjini, avînd fiecare o înălțime de 20 ci (a), fiind situate pe aceeași 
dreaptă cu copacul si la o distanţă de 50 cijani (b) una de alta. 

Virful copacului şi virful primei prăjini formează o dreaptă al cărei 
capăt intersectează linia pămîntului la o distanţă de 7 cijani și 4 ci în spatele 
prăjinii (с); în acest punct baza copacului măsoară 2, 8 ci (e) de la virful pră- 
jinii. Virful copacului mai formează o linie dreaptă cu virful celei de а doua 
prăjini din spate și un punct de pe pămînt situat la 8 cijani 5 ci în spatele 
prăjinii (d). 

Să se afle înălțimea (x) a bradului şi distanța (у) de la prima prăjină 
pînă la deal. 

Liu Huei 


32. Problema păsărilor. Citi cocoşi, găini si pui se pot cumpăra cu 100 de 
monede, dacă în total sînt 100 de păsări şi dacă un cocoş costă 5 monede, 
o găină — 4, iar 4 pui — o monedă. 

Siu E (200) 


33. La moarte, cineva lasá prin testament celor patru fii ai săi cite o 
parte din avere, iar unui alt om îi lasă atit cit alcătuieşte partea fiecăruia 
dintre fii şi un sfert din ceea ce rămîne din treimea averii, scăzindu-se din 
acestă parte și un dirhem d (dirhemul joacă rolde parametru, ...) . Ce avere 
s-a împărţit? 

Al-Horezmi 
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34. Pe cele două maluri ale unui rîu cu o lăţime de 50 coti cresc, faţă їп 
față, doi palmieri, avind înălţimea de 20, respectiv 30 de coti. Pe vîrful 
fiecărui palmier stă cite o pasăre și amîndouă văd un peste pe suprafaţa apei. 
Ele se avintà spre peşte şi ajung simultan la el, pe o dreaptă ce uneşte baza 
celor doi palmieri. Se cere să se determine locul de întîlnire și lungimea dru- 
mului parcurs de fiecare pasăre. 

Al-Karadji 


35. Împarte iară pe 10 în două părţi şi imparte pe aceea prin aceasta 
şi pe aceasta prin aceea, iar rezultatele impártirilor adună-le cu 10 şi ceea ce 
se obține înmulțeşte cu una din părți şi va rezulta 114. 

Leonardo Pisano 


36. Pe mijlocul fiecărei laturi a unui oraş de formă pătrată există cite 
o poartă. La 20 bu spre nord de poarta nordică se află un stilp. Dacă de la 
poarta sudică ne depărtăm cu 14 bu spre sud şi cotim spre apus cu 1775 bu, 
atunci stilpul devine vizibil. Care este lungimea laturii pătratului? 


(Matematica în nouă cărți, cartea a IX-a) 
37. În centrul unui bazin cu latura (2a)—1 cijan— 10 ci creşte stuf, care 


se ridică deasupra apei cu h=1 ci. Dacă se apleacă stuful, el ajunge pînă la 
mal. Care este adîncimea apei?! 


38. Să se rezolve ecuaţiile: 
а) x3—6x2+4+12x=—35 
b) x* — 2x?— 400x — 9 999 


Bhaskara al II-lea 


39. Să se rezolve ecuaţia: 


x? «3 x? 2 
MES = )- 1 (== = J-» 
12-30 20.16 12.30 


Magavira 
40. Să se rezolve ecuaţia: 
х? -(10— x)? - 58 
Al-Horezmi 
41. Să se împartă 10 în două părți х șilO — x după condiţia: m + 
-T 
+ 10—х = \/5 
х 
Abu-Kamil 


! Problemá veche extrasá din bibliografia folositá. Notá valabilá pentru toate 
problemele din volum, urmate de acest semn. 
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42. Să se verifice identitățile: 
1 
Ada 


48. 5а se rezolve ecuația: 


4V x—3yx- x—3 Vx +4 


a—b 


1 [=> -(a-) =b 


Al-Karadji 


Abu-Kamil 


44. Se caută un număr care înmulțit cu (3 +YV5) să dea 1. 
45. Să se demonstreze egalităţile: 


4V12 44 y15— Үү? +V24 = Vai +V2 592 


Al-Bagdadi (1100) 


46. Problema taurilor din Helicon. 

Este o problemă referitoare la ecuaţiile nedeterminate, formulată în 
versuri si atribuită lui Arhimede. 

În raport de unele date, se cere să se găsească numărul taurilor si al 
vacilor de patru culori distincte, care pasc pe o cimpie. 

R. Problema implică 8 necunoscute. Rezolvarea duce la aşa-numita 
ecuaţie a lui Pell: x*—Dy?—1, unde D—4 729 494. 

Cele mai mici rădăcini întregi, diferite de х= 1, y =0 ale acestei ecuaţii 
sint atit de mari. incit cele 8 necunoscute se exprimă prin numere cu mai mult 
de 200 000 de cifre.! 


47. Să se afle un număr al cărui pătrat mărit cu 5 sau micșorat cu un 
număr dat (10) să fie un pătrat. 


Al-Karad ji 


48. Să se demonstreze egalitățile: 


35155-16; 51 4/3- 4/128 
Al-Karadji 
49. Să se determine catetele x, у şi ipotenuza 2, fiind date perimetrul 
şi aria triunghiului. 


Bhaskara 


50. Să se găsească diagonalele unui pătrat a cărui latură este nolată cu 30). 


(Probleme sumero-babilonene) 


1 Vezi pagina 61. 


51. Să se împartă 10 in trei părți după condiţiile: 


x+y +z=10 
х2=у? х<у<2 
x? LTy?2z? 


52. Se consideră irationala bimedială!: 


VVa-Vb +V ve- và 


În ce condiţii produsul medialelor*: 


Ууз . Vb si Үү. үа este raţional? 


58. Să se rezolve ecuaţiile: 
а) х= V6x - V5x +10x +20 
b) e xn) +2)= x? +13 


54. Să se rezolve sistemul: 


x+y=10 
ху = 

—— == 6 
х—у у 


55. Să se rezolve sistemul*: 
x Hd 3S +z +u +y)=s 
[21111 р 
(tg) tub 08 
1 , d "EIN 
tates 


1 

6 

1 

€ 
Isa. т)“ +x +y +2) = 5 
7 420 

а) уаш 
10 27 810 


1 Compusá дїп douá mediale. 
? Media geometrică a două iraționale. 
3 Scris de noi în notație modernă. 
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Abu-Kamil 


Teetet din Atena 


Leonardo Pisano 


Leonardo Pisano 


Leonardo Pisano 


56. În citi ani se va dubla un capital depus la o bancă cu dobindà 


compusă? 
Luca Pacioli 


57. Să se găsească un pătrat (raţional) care, fiind mărit sau micşorat 
cu 5, să dea din nou niște pătrate (raționale). 


(Propusă lui Leonardo Pisano de magistrul Johannes 
din Palermo, filozoful împăratului Frederic al II-lea) 


58. Să se rezolve ecuația de gradul al treilea: 
х? +2x2 +10x=20 


Johannes din Palermo 


59. Să se rezolve ecuaţia: 
х зх о) 
(v: (vs +2) e 


60. Să se construiască un pătrat cu latura dată egală cu 2a. 


Abu-Kamil 


(Regulile funiei) 


61. Să se găsească două dreptunghiuri cu perimetre egale, astfel incit 
aria unuia să fie un multiplu dat al ariei celuilalt. 
Maximus Planudes 


62. Cu ajutorul „teoremei lui Pitagora“ să se dubleze, tripleze etc. un 


pătrat dat. 
(Regulile funiei) 


63. Se caută raza cercului înscris într-un exagon regulat. 
(Cuneiformă din Suza) 


64. Să se găsească înălțimea unui triunghi echilateral, pentru care 
suma ariei şi a înălțimii este egală cu 10. 
Abu-Kamil 
65. Să se construiască pătratul egal cu suma a п? -т? pătrate cunoscute. 
Abu-I-Vafa 
66. Să se afle latura unui pătrat egal cu diferenţa a două pătrate date: 
2 


b? — a*. 
(Regulile funiei) 


67. Să se transforme un dreptunghi dat într-un pătrat. 
(Regulile funiei) 


1 Compară cu problema 47. 
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68. Aria unui triunghi dreptunghic este egalá cu 30 si suma catetelor 17. 
Care este suma dintre cateta mai mică si ipotenuză? 
Ciju-Si-Tze (1299) 


69. Sà se rezolve ecualia: 


x?—3x? 3x — 1 — x? +2x 4-3 


(Aritmetica, Diofant) 


10. Să se rezolve ecuaţia: 
576x1—2 640x? +1 729x? +3 960x — 1 695 252=0 
Ciju-Si-Tze, (1299) 


71. Diferenţa dintre ipotenuzà si una din catelele unui triunghi (drept- 
unghic) este 369; produsul catetelor 7061. 
10 20 


Care sînt laturile? 
Van Siao-Tun 


72. Să se afle aria unui cerc cu ajutorul unei roli, avind același diametru 
şi a cărei lățime este egală cu jumătate din raza ei. 
Lconardo da Vinci 


73. Fiind date latura a si aria s а unui triunghi isoscel, să se determine 
baza b şi înălțimea h. 

Savasorda (Abraham bar Hiia, matematician 

evreu din Barcelona: 1070—1136) 


74. Un triunghi isoscel are baza egală cu 60 şi laturile egale cu 50. Soco- 


teşte raza cercului circumscris. 
(Cuneiformă din Suza) 


75. Se cere să se împartă un triunghi dreptunghic într-un triunghi 
asemenea lui și într-un trapez, astfel încît produsele părților laturilor, precum 
şi produsele părţilor ariilor să fie mărimi date, ipotenuza triunghiului mai mic 
fiind dată. 

(Probleme sumero-babilonene) 


76. О prăjină de 10 picioare lungime este atirnatà vertical, asa incit 
deasupra pardoselii mai rămîn 4 picioare. La ce distanţă de la capătul ei 
inferior se găseşte pe pardoseală locul din care ea poate fi văzută sub cel 
mai mare unghi? 

Regiomontanus 


77. Dacă prelungim orice coardă AB a cercului cu centrul în O, astfel 

încit BC—OB şi ducem linia CO care taie cercul în punctele D si E, atunci: 
Н 1 è Кар ES Е $ . 2 

arcul BD va fi egal cu rz din arcul AE si ; din arcul BF, unde E este interseclia 


cu cercul a unei paralele dusă prin E la AB. 
Arhimede 
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78. Pe un segment dat AB=a, să se construiască un dreptughi ABIIJ 


cu aria a* x egală cu a unui pătrat dat 5°[Ь < = „astfel încît partea de arie 
care nu ajunge pină la dreptunghiul ABHJ să fie un pătrat (AEFJ — x?). 


Eudoxiu din Cnidos 


79. Se construiește trapezul ABCD cu laturile 1, 1, 1 siV3 (fig. 1). Apoi 
se descrie in jurul lui un cerc si pe coarda AD-- y3 se construieşte seomentul 
AED, asemenea fiecăruia din segmentele AFB, BGC şi CIID. Să se arate că 
aria lunulei AFBGCHD este egală cu aria trapezului ABCD. 


Hipocrate din Chios 


80. Pe diametrul AB se construiește un semicerc cu centrul C (fig. 2). 
Apoi in punctul D, care împarte pe CB în două, se duce o perpendiculară 
DE pe AB. Mai departe, pe semicerc se caută un punct F, astfel încît BF— үЗАС. 
şi se uneşte intersecţia С a lui BF cu punctul C. 

Prelungirea acestei drepte СС intersectează în punctul Н dreapta ЕН 
dusă din F şi paralelă cu AB. 

Apoi, în jurul trapezului FCBH, se circumscrie un cerc și încă unul, în 
jurul triunghiului FGH. Atunci: 

a) fiecare din cele două segmente construite pe coardele FG şi GH va fi 
asemenea fiecăruia din cele trei segmente construite pe coardele FC, CB şi BH; 


А 2 У s í 1 А : 
b) fiecare din primele două segmente are o arie del zn mai mare 


decit fiecare din ultimele trei; 


Fig. 1. Fig. 2. 


c) aria lunulei FCBH este egală cu aria pentagonului FCBHG. 


Hipocrate din Chios 


81. În semicercul cu diametrul AB se înscrie trapezul ABCD, astfel 
încît AC=CD=DB= LAB. 
Apoi, pe coardele AC, CD si DB se construiesc semicercuri. 


Atunci suma ariilor celor trei lunule egale, împreună cu aria unuia din 


cele trei semicercuri va fi egală cu aria trapezului. 
Hipocrate din Chios 
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82. Sá se rezolve problema duplicárii cubului, folosind o dublá proportie 
geometrică. 
Hipocrate din Chios 


83. Pe diametrul unui semicerc AB se construiesc în interior alte două 
semicercuri care închid între ele o figură numită arbelos (cuțitul curbat al 
cizmarului). Să se arate că aria acestei figuri este egală cu aria cercului al 
cărui diametru este egal cu semicoarda perpendiculară pe AB şi tangentă la 
cele două semicercuri interioare. 

Arhimede 


84. „Modul de calcul al piramidei fără vîrf: dacă [i se dă o piramidă fără 
vîrf de 6 (coturi) în înălțime, 4 (coturi )pe latura inferioară si 2 pe latura superi- 
oară“, care este volumul? 

(Problema 14 din papirusul egiptean de la Moscova) 


R. „Se calculează cu acest 4 ridicind la pătrat, se obţine 16; dublează 
pe 4, se obţine 8; calculează cu acest 2, ridicînd la pătrat, se obţine 4 (1); 
adună împreună acești 16 (2) cu aceşti 8 şi cu aceşti 4 (3), se obţine 28. 


Calculează 4) din 6, se obţine 2; calculează (5) 28 de două ori, se 


obţine 56 (6); vezi: ea va fi 56. Ai găsit corect“. 


* +. 


85. Existá un sian-ciu (fig. 3). Látimea de jos este de 6 ci, látimea de 
sus, 1 cijan (—10 сі), adîncimea, З ci, lăţimea de sus 8 ci, adincime nu are, 
lungimea de 7 ci. Se intreabá care 
С=@ este volumul. 
Liu Huei 


Corpul despre care se vorbeste 
este prezentat in figura 3 unde 
а=6, b=10, c=8, 1=7, h—3. 

Regula prin care se indică mo- 
dul cum se obţine volumul este laco- 
nică: „Adună (toate) trei înălțimile, 
înmulțește cu adîncimea, mai înmul- 
feste cu lungimea, împărțind la 6, ia 
o dată.“ 

La baza rezolvării stă descompunerea corpului într-o prismă dreaptă cu 
baza triunghiulară (catetele l, h) şi înălțimea a si două piramide de aceeași 


=6 
Fig. 3. 


gr că А ЕСА А 4, һ—а 
mărime si de înălţime Һ, la baza cărora se află un trapez cu laturile c 
c—a 


2 


si înălțimea l. 


Regula V— 


а+Ь-Ес)!/.Л rs : 
eS presupune unele transformári pentru exprimaarea 


volumelor prismei prin T h+ 1+ a şi a piramidelor prin 2 E Cz + =) . 5: 
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86. „Frumoasa mea fiică (Lilavati)!, tu care cunoşti metoda inversiunii, 
ia un număr pe care îl tnmulfesti cu 3, produsul il máresti cu trei pátrimi din el, 
pe acesta îl tmparji си 7, il micgorezi apoi си o treime, pe acesta îl multiplici cu 
el însuși, rezultatul îl micgorezi cu 52, iar după extragerea rădăcinii pătrate, 
îi aduni 8, rezultatul îl imparli la 10 şi găseşti 2". 

Bhaskara II (sec. XII) 


87. Problema fintinilor. 
Sint patru fîntîni: prima umple un bazin într-o zi, a doua în două zile, 
a treia în trei zile şi a patra în patru zile. În cît timp ar umple bazinul toate 
fintinile? 
Heron din Alexandria 


88. Un negustor a trecut prin trei ога$е; in primul oras, i-au luat drept 
vamă jumătate plus o treime din banii pe care-i avea; în al doilea, jumătate 
plus o treime (din ceea ce i-a rămas); iar în al treilea i-au luat din nou jumătate 
plus o treime (din ce mai avea). Cînd a ajuns acasă, îi rămăsese 11 dahecani 
(unităţi monetare). 

Si, acum, aflaţi citi dahecani a avut la început negustorul. 


Anania din Șirak 


89. Faraonul, regele Egiptului, îşi serba ziua nașterii. El avea obiceiul 
де a împărți în această zi la zece dregători, după meritele fiecăruia, o sută de 
vase cu vin. 

Împarte-le, asa dar, după meritele fiecăruia! 

(Sensul cuvintelor „după meritul fiecăruia“ este că raportul între partea 
primului si cea a celui de al doilea este egal cu 1: 2, partea celui de al doilea 
faţă de al treilea este 2: 3 ș.a.m.d.) 

Anania din Şirak 


90. În oraşul Atena era un bazin de apă la care duceau trei conducte. 

Una din ele putea să umple bazinul într-o oră, alta — mai subţire — în două 

ore, iar a treia — și mai subţire — în trei ore. Află, acum, într-a сїїа parte 
dintr-o oră îl pot umple toate trei conductele. 

Anania din Sirak 


91. Policrate, tiranul Siracuzei, îl întreabă într-o zi pe Pitagora: 

— О, Pitagora, gloria Heliconului şi rásfátatul Muzelor! Spune-mi citi 
discipoli frecventeazá scoala ta? Citi lacomi de stiintá ascultá aproape de tine 
intelepciunile invátátorului? 

— Iată, Policrat, intipáreste-ti adînc in mintea ta ceea ce iti voi spune: 
o jumătate studiază frumoasele științe ale matematicii, ştiinţa lumii si adevă- 
rului; un sfert lucrează să descopere legile nemuritoare care guvernează natura; 
a şaptea parte meditează în tăcere asupra tuturor celor ce ascultă; în afară de 
aceştia mai sînt încă 3 femei. 

Citi bărbaţi erau în şcoala lui Pitagora? 

(Problemă antică) 


1 Fată frumoasă, cu ochi scînteietori. 
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92. Un locuitor al Romei antice, aflindu-se pe patul de moarte si stiind 
că soţia lui va naşte un copil, a lăsat un testament în care se prevedea: 

„De se va naște un băiat, să i se dea 2/3 din averea rămasă, iar restul de 
1/3 să fie al mamei sale; iar de se va naște o fată, aceasta va dobindi doar 1/3 din 
avere si mama va lua 2/4“. Dar văduva testatorului a născut doi gemeni — 
un băiat şi o fată. Și acest caz nu era prevăzut în testament. 

Cum trebuia, deci, împărţită averea între cei trei moștenitori, astfel ca 
să se ţină cit mai mult seama de prevederile testamentului? 


Salvius Iulianus 


93. Trintorul, fugind de muncă, făcu următoarea învoială cu ... „dra- 
cul:“ De cite ori va trece „puntea fermecată“ peste un piriu, i se va dubla suma 
de bani pe care o are sau o va avea în buzunar. 

De fiecare dată însă, va trebui să-i dea „întunecimii sale“ 24 din bánutii 
săi pentru sfatul lui cel bun ... 

Dar la a treia trecere, trintorul observă, că mai avea exact 24 de 
bănuţi, pe care a trebuit să-i dea drăcuşorului care, izbucnind în hohote de 
ris, se făcu nevăzut. 

Citi bani a avut trintorul la început? 


94. Un arab moare şi lasă celor trei fii ai săi ca moştenire 17 cămile. 
Testamentul prevede ca fiul cel mare să ia 1/2 din avere, al doilea să ia 1/3, 
iar al treilea 1/9. 

Moștenitorii nu s-au putut înţelege între ei. Primul a cerut să i se dea 
9 cămile, iar ceilalţi au obiectat că o jumătate din 17 face mai puţin ca 9; al 
doilea a cerut 6 cămile, deși a treia parte din 17 face mai puţin ca 6; tot aşa 
şi al treilea. 

Au ajuns la judecată. Judecătorul le-a spus: 

— Vă dăruiesc de la mine o cămilă, ca toată lumea să fie mulțumită. 
El aşeză cámila sa lîngă cele 17 cămile. 

Primul fiu luă 18: 2—9 cămile; al doilea luă 18: 3—6 cămile, iar al 
treilea 18: 9—2 cămile. 

În total, ei au luat 9--6 +2=17 cămile, iar judecătorul şi-a luat înapoi 
cămila pe care le-o dăruise. 

Astfel toată lumea a fost mulţumită, fiecărui moştenitor i s-a dat mai 
mult decît i se cuvenea. 

Cum a fost posibil acest lucru? 

Cum ar fi putut proceda judecătorul în cazurile următoare: 

a) Sînt 14 cămile, 2 moştenitori şi testamentul prevede ca un moştenitor 
să ia 1/3, iar celălalt 3/5. 

b) Sînt 59 de cămile, trei moştenitori si testamentul prevede ca unul 
să ia 1/3, al doilea 1/4, iar ultimul 2/5. 

c) Sînt 20 de cămile, 4 moştenitori şi testamentul prevede ca părţile 
să fie de 1/4, 1/5, 3/10 şi 3/20 

d) Sint 12 cămile, 3 moștenitori şi testamentul prevede ca ei să ia res- 
pectiv 1/2, 1/3 şi 1/4. 
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95. Un turc fură din grădina sultanului un coş cu mere. La ieşire îl 
intimpiná un prim paznic, care-l lasă să treacă după ce turcul ii dă o jumătate 
din numărul merelor, plus două. 

Unui al doilea paznic trebuie să-i dea, iar, jumătate din numărul merelor 
rămase, plus două. În fine, al treilea şi ultimul paznic cere şi obţine și el jumă- 
tate din numărul merelor rămase în coş, plus două. La urmă, turcul nostru se 
trezeşte cu un singur măr. Cite mere a trebuit să fure turcul, ca să poată 
m înca si el un măr? 


96. Pe piatra funerară de pe mormîntul lui Diofante (matematician grec 
din veacul al doilea e.n.), se găseşte inscripția: 

„Aici este înmormîntat Diofante și piatra de pe mormîntul său tfi arată 
cit a trăit: 

A șasea parle din viaţă o formează copilăria minunată; tinereţea luminoasă 
este egală cu a douăsprezecea parte. După încă a șaptea parte s-a căsătorit, iar 
cinci ani după aceea, Himeneu i-a trimis un fiu, căruia soarta i-a dat să trăiască 
numai jumătate din cit a trăit tatăl. 

În mare mihnire a murit bătrînul la patru ani după ce i-a murit fiul“. 

Spuneti-mi citi ani a avut Diofante cînd a murit? 


оов 


97. Un arab lasá fiilor sái urmátorul testament: 

Din toate cámilele mele, fiul meu cel mare să ia o cămilă si 1/5 din rest. 
După ce isi va lua partea i se cuvine, să vină fiul al doilea, să ia două cămile 
și 1/5 din rest. După ce și acesta își va fi luat partea ce i se cuvine, să vină 
fiul al treilea, să ia trei cămile și 1/5 din rest ... ş.a.m.d. pînă se termină 
toate cămilele. 

Cînd au luat cunoștință de conţinutul testamentului, toti fiii, afară de 
primul, şi-au exprimat nemulțumirea că tatăl lor nu a avut aceeaşi dragoste 
pentru toţi copiii. Mai ales cel mai mic considera că lui îi va rămîne foarte 
puţin. Dar, de fapt, arabul impártise cămilele în părţi egale. 

Să se afle: 

a) Citi fii şi cîte cămile a avut arabul? 

b) Care ar fi redactarea testamentului în cazul cînd arabul are 3 moşteni- 
tori, 5 moştenitori, 6 moştenitori s.a.m.d.? 

Să se întocmească un testament asemănător pentru cazul cînd sînt 
8 - 5—40 cămile si 5 fii. 


э э ө 


98. Împărţirea cerealelor. 

Se сеге са 100 măsuri de cereale să fie împărţite între 5 oameni astfel, 
încît cel de-al doilea să primească mai mult decît primul cu atit cu cit cel 
de-al treilea a primit mai mult decit cel de-al doilea, cel de-al patrulea mai 
mult decît cel de-al treilea, iar cel de-al cincilea mai mult decît cel de-al patrulea. 

Afară de aceasta, primii doi trebuie să primească de 7 ori mai puţin decît 


următorii trei. 
(Papirusul egiptean Rhind) 
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99. Într-o zi Bacchus, văzînd cá Sileniu dormea profund, își luă cupa 
și se așeză fără jenă în pivniţă, lîngă o amforă plină cu vin vechi, pe care 
Sileniu îl păstra pentru zile festive. 

El bău un timp de trei ori cit zecimea timpului pe care l-ar fi intrebu- 
intat singur Sileniu pentru a goli amfora. 

Cind sosi Sileniu, inecá nemárginitul sáu necaz in restul vinului. Cind 
se goli amfora, cu regret vázu Bacchus са partea sa nu fusese decit un sfert 
din aceea a lui Sileniu. 

Dacă de la început ar fi băut împreună, fiecare bind în felul sáu, se 
spune că ar fi fost necesare opt sferturi de oră mai puţin pentru a goli amfora. 
Cum s-o fi aflat aceasta, nu se ştie. 

Să se afle timpul, pe care fiecare dintre ei l-ar fi pus separat, ca bind 


singur în felul său, să golească toată amfora. 
со о 


100. Pe o petală a florii cadamba s-a așezat a cincea parte a unui grup 
de albine. Alături de ea creștea simenda, toată înflorită; pe ea s-a așezat a 
treia parte din numărul albinelor. 

Găseşte diferența lor, adună de trei ori și aşază albinele pe floarea cutai. 
Numai o albină nu-și găseşte loc nicăieri, zboară încolo și încoace și miroase 
parfumul florilor. 

Socoteşte în minte şi spune-mi acum cite albine s-au strîns асі in total! 


Bhaskara (1114 e.n.) 


101. „Pe o cîmpie, două turnuri se găsesc la distanța de 60 cofi unul de 
celălalt. Înălțimea unuia este de 50 de сојі, a celuilalt de 40 coli. Între cele două 
turnuri se află un puf la o depărtare egală de virfurile lor. 

Găseşte cil de departe se află pujul de baza fiecărui turn".! 


(Dintr-un manuscris vechi, 1200) 


102. Un număr de albine, egal cu rădăcina pătrată din jumătatea 
întregului roi, s-a aşezat pe o tufă de iasomie, lăsînd în urma lor 8/9 din roi. 
Numai o singură albină se învirtește în jurul unui lotus, fiind atrasă de 
zumzetul prietenei ei, care a fost prinsă in cursa florii mirositoare. Cite albine 
cuprindea roiul? 


Bhaskara (1114 e.n.) 


103. Pe marginea unui piriu cu lăţimea egală cu 4 unităţi de lungime, 
creștea un plop. O furtună a rupt plopul la înălţimea de 3 unităţi de lungime 
de la pămînt şi copacul a căzut perpendicular pe direcţia piriului, proptindu-se 
de marginea malului opus. Ce înălțime avea plopul? 


LL 


104. A cincea parte din numărul unor maimuțe micșorată cu З si ridi- 
cată la pătrat s-a ascuns într-o peșteră, iar o maimuţă, care s-a urcat într-un 
pom, a fost văzută. 


Cite maimuțe au fost laolaltă? 


1 Variantă a problemei 34. 
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105. O floare de lotus se înălța deasupra suprafeţei unui lac cu dis- 
tanta de 4 picioare; sub bătaia vintului, floarea și-a ascuns virful în lac, 
depártindu-se pe suprafaţa apei la distanța de 16 picioare de Іа locul unde 
era înainte. 

Ce adincime avea lacul?! 


106. Pentru Heron, tiranul din Siracuza, s-a făcut o coroană de aur de 
12 funturi. Heron, bănuindu-l pe meşter, a poruncit lui Arhimede să cerceteze, 
dacă nu s-a pus în coroană mai mult argint decit aur. Cum credeţi că ar fi 
procedat Arhimede, pentru a determina сії argint si cit aur curat a fost în 
coroană? 


э эө Ј 


Ráspuns. Cunoscind ingeniozitatea lui Arhimede si principiul lui (dupá 
care „fiecare corp solid scufundat într-un lichid pierde din greutatea sa atît cît cîn- 
táreste volumul de lichid dezlocuit“), se poate trage concluzia, cá el a poruncit 
să se pregătească o bucată de aur curat si o bucată de argint curat, fiecare 
avînd aceeaşi greutate cu coroana şi cîntărindu-le pe гіпа în apă a găsit că 
aurul curat „a pierdut“ în apă 19 loturi (1 funt—32 loturi); iar argintul curat 


„a pierdut“ în apă 28.7. loturi. 
Apoi, cintárind şi coroana în apă, găseşte că aceasta „a pierdut“ din 
greutatea ei 21 Ž loturi. 


În sfîrşit, socotind ce a pierdut aurul și ceea ce a pierdut argintul ca 
lucruri care se amestecă, iar ceea ce a pierdut în greutate coroana sînt numai 


9 funturi 52 loturi aur curat si cá s-au pus in amestec 2funturi 267 loturi 


argint. 
Cum se calculează aceasta? 


107. Într-o cuşcă se află iepuri de casă şi fazani; în total sînt 100 de 
picioare şi 36 de capete. Sint mai multi iepuri ori fazani şi cu cit? 


te. ө 


108, Problemá referitoare la furtul orezului. 

Din trei butoaie de orez de aceeași calitate, trei hoţi au furat o cantitate 
oarecare de orez. Cantitatea totală era necunoscută, dar s-a constatat că în 
primul butoi a rămas 1 „go“ de orez, in al doilea butoi au rămas 1 ,sing" si 
4 „go“, iar in cel de al treilea butoi, —1 „go“. 

Hoţii prinşi au arătat următoarele: primul, că el a scos orezul din primul 
butoi cu ajutorul unei lopeti; cel de-al doilea hoţ a arătat că el a folosit un 
papuc de lemn; al treilea hoț а arătat că el a folosit un lighean, iar aceștia 
doi din urmă au luat, respectiv, din butoiul al doilea și al treilea. 


1 Variantă a problemei 37. 
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Lopata, papucul si ligheanul au fost gásite pe locul delictului. Másu- 
rindu-se capacitatea lor, s-a constatat cà lopata avea 1 sing si 9 go; papucul-1 
sing si 7 go;ligheanul-l sing si 2 „go“. Trebuie să se afle cit a furat fiecare hof, 
ştiindu-se cá 10 go—1 sing, 10 sing—1 tao, 10 tao— 1 si. 


(Aritmetica in nouá capitole) 


109. Problema referitoare la oraşul înconjurat de zid. 

„Orașul este înconjurat de un zid rotund cu două porți, una spre nord și 
alta spre sud. Dacă ieșim prin poarta de nord și mergem spre nord, după 300 de 
pași vom ajunge la un copac mare. Dacă ieşim pe poarta dinspre sud și mergem 
spre vest, atunci același copac poate fi văzut după 900 de pași. 

Să se spună cu сї{ї pași este egal profilul transversal al orașului“. 


Cin-Sei-Sao (sec. al XVIII-lea) 


110. „Trei snopi de cereale de prima calitate, împreună cu doi snopi de 
calitatea a doua gi cu un snop de calitatea a treia, constituie 39 de măsuri, doi 
snopi de cereale de calitatea întîia cu trei de calitatea а doua și cu unul de calita- 
tea a treia constituie 34 de măsuri; în sfîrşit, un snop de calitatea intiia cu doi de 
calitatea a doua și cu trei de calitatea a treia constituie 26 de măsuri.“ 

Cite măsuri are fiecare snop? 

(Aritmetica în nouă capitole) 


111. О cerere „modestă“ 

— „Stăpine, spunea vizirul Sessa Ebn Daher, presupusul descoperitor 
al jocului de sah, adresîndu-se împăratului indian Sherham, care voia să-l recom- 
penseze pentru minunata lui invenţie, să-mi dai atîtea boabe de grîu cîte s-ar 
cuveni să fie așezate pe tabla de șah în felul următor: 

În primul compartiment al tablei de șah, o boabă de grîu, în fiecare com- 
partiment următor de două ori atîtea boabe cite au fost în compartimentul dina- 
inte“ 

— „Ei bine, spuse împăratul mirat de modestia acestei cereri, care ar fi 
numărul boabelor de griu necesare?“ 

„Să calculăm! răspunse vizirul.“ 

Dar, cum vizirul de mult „s-a făcut oale și ulcele", calculaţi dvs.! 


112. „Leul a mîncat o oaie într-o oră, lupul în două ore, iar cîinele în trei 
ore. Dacă toli trei — leul, lupul si cîinele — au mîncat o oaie împreună, în cit 
limp au mîncat oaia? Socotește.“ 

(Din primele izvoare ruseşti) 


113 Salariul lui Nureddin. 

Maharajahul de Bassora, vrind să angajeze ca matematician al curţii 
pe cabalistul şi matematicianul Nureddin, i-a cerut acestuia să-şi fixeze sa- 
lariul. 

Nureddin a acceptat şi și-a fixat ca salariu pentru prima zi a lunii cea 
mai mică monedă indiană (care ar corespunde cu banul nostru) pentru a doua 
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zi douá monede, pentru a treia zi 4 monede si asa mai departe, numárul mone- 
delor dublindu-se în fiecare zi. 

Maharajahul rămase uimit de modestia învățatului. Si nu mică i-a fost 
surprinderea la sfîrşitul lunii, cînd ministrul său de finanţe i-a arătat că sala- 
riul lui Nureddin se ridică la o sumă prea mare. Ce salariu lunar îşi fixase 
Nureddin? 


114. După o legendă, conducătoarea poporului ceh, Liubusa, a hotărît 
să se mărite cu acela care va dezlega următoarea problemă: 


„Dintr-un coş cu prune, am dat primului pretendent jumătate din toate 
prunele şi încă una; celui de-al doilea, jumătate din rest şi încă una; celui de-al 
treilea, jumătate din noul rest si încă 3 prune, după care n-a mai rămas nimic 
în cos. 

Cite prune au fost în coș?“ 


115. Un cal şi un catir păşeau alături, avind fiecare în spate cite o 
povară. Calul se văita de greutatea poverii sale. 


„De ce te vaiți?“ l-a întrebat catirul. „Dacă aș lua de la tine un sac, 
povara meu ar deveni de două ori mai grea decit a ta. Iar dacă tu ai lua un sac 
de pe spinarea mea, povura ta ar deveni egală cu a mea." 


Spuneţi, matematicieni înţelepţi, citi saci ducea calul si citi catirul? 


ee € 


116. Doi oameni au pornit din acelaşi punct, în acelaşi sens, să înconjoare 
= E ® ^ m > s 1 
un oraş; unul dintre ei a făcut cite 4 verste pe oră, iar al doilea, cite З РҮ verste 


pe oră; lungimea drumului împrejurul orașului era de 15 verste; se întreabă: 
după cite ore s-au intilnit ei din nou si de cite ori a înconjurat fiecare orașul? 


(Din Aritmetica lui Magniţki, 1703) 


117. Un om a fost trimis de la Moscova la Vologda si i s-a poruncit 
să facă în fiecare zi cite 40 de verste. În ziua următoare, a fost trimis alt om 
în urma lui și acestuia i s-a poruncit să facă cîte 45 verste ре zi. 


După cite zile drumetul al doilea îl va ajunge pe primul? 


(Din Aritmetica lui Magnitfki, 1703) 


118. Cineva a vîndut un cal cu 156 ruble. Dar cumpărătorul s-a răz- 
gîndit si a restituit vinzátorului calul, spunindu-i: 

— Nu-mi convine să cumpăr calul la acest pref, nu face atiţia bani! 

Atunci vînzătorul i-a propus alte condiţii: 

— Dacă găseşti că preţul pentru cal este prea mare, atunci cumpără 
numai caielele de la potcoavele calului; în acest caz, calul îl vei primi pe gratis. 
Fiecare potcoavă are 6 caiele. Pentru prima caia îmi vei da 1/4 copeică, pentru 
a doua, 1/2 copeică, pentru a treia, 1 copeică etc. 
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Cumpărătorul, ispitit de preţul mic al caielelor si în dorinţa de a obține 
calul gratis, a acceptat condiţiile vinzătorului, socotind că pentru caiele nu 
va plăti mai mult de 10 ruble. 

Cu cit s-a înșelat cumpărătorul? 

(Din Aritmetica lui Magnitfki, 1703) 


119. Un om bea un butoiaş de băutură în 14 zile, iar cu nevasta bea 
același butoiaș în 10 zile si vrem să știm în cite zile bea nevasta singură acelaşi 
butoiaş? 


(Din primele izvoare rusești) 


120. Un om a angajat un lucrător pe un an şi i-a făgăduit să-i dea 12 
ruble si un caftan. După 7 luni, lucrătorul s-a hotărit să plece si a cerut plata 
pentru lucru. Stápinul i-a dat 5 ruble şi caftanul. Se întreabă care este prețul 
caftanului? 

(Din Aritmetica lui Magnitfki, 1703) 


121. La intrebarea citi oameni are sub comanda sa, un cápitan a rás- 
puns cá 2/5 din oameni sint de gardà, 2/7 lucreazà, 1/4 este la infirmerie si 
27 sint de faţă. 


Citi oameni avea căpitanul sub comanda lui? 
(Din Cursul de matematică pură, Efim Voitiakovski, 1811) 


122, Un măgar tînăr și unul bátrin duceau burdufuri cu vin. Măgarul 
bátrin a obosit asa de mult, încît n-a putut să meargă mai departe. Vázind 
aceasta, măgarul tînăr i-a spus: 

„De ce ai obosit așa de repede, doar duci mai puțin vin decît mine; pentru 
că dacă ag muta o vadrá de vin din burduful meu înir-al tău, am avea amîndoi 
aceeași cantitate de vin. Dar eu nu vreau să fac aceasta. Toarnă, deci, tu o vadră 
de vin din burduful tău în al meu şi atunci eu voi avea de două ori mai mult ca 
tine“. Se întreabă cîte vedre de vin ducea măgarul tînăr și cite măgarul'bătrin?! 


(Din Aritmetica teoretică și practică, Dimitrii Anicikov, 1793) 


123. La întrebarea: cit e ceasul? cineva a răspuns :2/5 din orele trecute 
de la miezul nopţii pînă acum sînt egale (cu) 2/3 din cele rămase pînă la amiază. 


Se întreabă cit era ceasul atunci? 
(Din Cursul de matematică pură, Efim Voitiakovski, 1811) 


124. Doi oameni au vrut să cumpere un obiect. Unul a spus celuilalt: 
dă-mi 2/3 din toţi banii pe care-i ai şi atunci eu singur voi plăti obiectul; 
al doilea a răspuns celui dintii: dă-mi 3/4 din toţi banii pe care-i ai şi voi plăti 
eu singur obiectul. Obiectul costa 38 ruble. 

Se întreabă: ce sumă a avut fiecare din ei? 


(Din Aritmetica lui Magnitfki, 1703) 


! Variantá a problemei 115. 
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125. Într-un document din 1635 găsim: „Din jumătate de jumătate , 
a lreia parte din a patra parte jumătate“. 
La cit revine acea parte? 


126. Într-un document vechi, pentru împărţire de páminturi noi, se 
găsesc scrise următoarele: 

„Din satul Cirligii, din jumătatea satului din a treia parte a şasea parte“. 
A cita parte din sat face acea porţiune? 


ee e 


127. Pentru serviciile aduse patriei, un ostaș a primit o răsplată: prima 
rană o copeicá; pentru a doua, 2 copeici; pentru a treia, 4 copeici etc. Fácindu-se 
calculul, s-a dovedit că ostașul a primit în total suma de 655 ruble și 35 de 
copeici. 

Se întreabă cite răni a avut ostagul? 


(Din Cursul de matematică pură, Efim Voitiakovski, 1811) 


128. Un om a venit la magazin și a cumpărat jucării pentru copii: 
pentru prima jucărie, el a plătit 1/9 din toţi banii săi; pentru jucăria a doua, 
3/7 din ce i-a rămas după ce a cumpărat prima jucărie; pentru a treia jucărie, 
el a plătit 3/5 din ceea ce i-a rămas după cumpărarea jucăriei a doua. Întors 
acasă, a găsit în pungă 1 rublă si 92 copeici. Vezi, citi bani a avut la început 
și cît a plătit pentru fiecare jucărie. 


(Din Cursul de matematică pură, Efim Voitiakovski, 1811) 


129. Cinci plini. 

Cică doi drumeti au poposit lingă o fîntînă; unul a scos din traistă 3 
рііпі, iar celălalt, 2. Сіпа au început să mănince, a sosit un al treilea drumet 
și le-a cerut să-i dea şi lui să mánince şi ei l-au primit şi au mîncat toate cele 
5 pîini. Străinul le-a dat 5 lei, le-a mulțumit si a plecat. Acum urma ca primii 
doi drumeţi să-şi împartă banii. 

Cel care avusese 3 piini a oprit pentru el 3 lei şi a dat celuilalt 2 lei. 
Cel care avusese 2 piini a fost nemulțumit și a cerut să se împartă în părţi 
egale. 

Au ajuns la judecată. Judecătorul le-a spus așa: 

— Să impártim fiecare pîine in 3 părţi egale. Vor fi 5: 3—15 părţi. 
Fiecare din voi a mîncat 15: 3=5 părţi. Din cele 3 piini ale primului, s-au 
făcut 3: 3—9 părţi. El însuși a mîncat 5 părți, iar prisosul de 4 părţi l-a mîn- 
cat străinul. 

Din cele 2 piini ale celuilalt s-au făcut 2: 3=6 părţi; el însuşi a mincat 
5 părţi, iar prisosul de 1 bucată l-a mîncat străinul. Deci primul drumet 
trebuia să ia 4 lei, iarcel de-al doilea numai 1 leu. 


(Топ Creangă, într-una din povestirile sale) 
Cum trebuie împărţiţi banii atunci cînd: 


a) un drumeţ are o piine, iar celălalt are 2 piini; 
b) unul are 3 piini, celălalt are 4 piini, iar străinul le dă 7 lei; 
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с) unul аге o pîine, celălalt are З piini, iar străinul le dă 4 lei; 
d) de la început sînt trei drumeti care au: 3 рііпі, 4 piini si 5 piini, 
iar străinul le dă 3 lei. 


130. О problemă încurcată. 

„Avînd de vînzare 90 de ouă, o precupeajá a trimis la tîrg pe cele trei fiice 
ale sale, dînd celei mai mari şi mai înțelepte dintre ele 10 ouă, celei mijlocii — 30 
de ouă, iar celei mai mici, 50 de ouă. 

Ea le spuse: — Înţelegeţi-vă dinainte cu privire la prețul cu care să vindeli 
ouăle si să nu vă abate[i de la această înţelegere; să vinde[i toate cu unul si același 
pref; însă eu nădăjduiesc că fiica mea cea mai mare, fiind cá este cea mai in(e- 
leaptă, va reuși să capele pentru cele 10 ouă ale sale tot atîfia bani cit va căpăta 
cea mijlocie pentru 30 de ouă si o va învăţa si pe aceasta să capete pentru cele 
30 de ouă ale sale tot atit va căpăta fiica cea mică pentru 50 de ouă, deși toate 
veli vinde cu același preţ. 

Vreau ca toate trei să căpătaţi aceeași sumă de bani. Aș mai vrea sd vinde[i 
toate ouăle astfel încît să nu luaţi mai puţin de 90 de copeici pentru toate cele 
90 de ouă.“ 


Cum trebuie să procedeze? 
V. С. Benediktov! 


131. Problemă cehoviană. 

Un negustor a cumpărat 138 arsini de stofă neagră şi de stofă albastră 
cu 540 ruble. Cîţi arșini a cumpărat el din fiecare, dacă stofa albastră a costat 
5 ruble arșinul, iar cea neagră, 3 ruble? 


(A. Cehov, în povestirea Meditatorul) 


132. Un ţăran trebuia să treacă peste o apă un lup, o varză si o capră. 
Avea Іа îndemînă o barcă în care nu încăpea decit el împreună си unul din cele 
două animale sau cu varza. 

Dacă rámineau pe mal lupul si capra, atunci lupul devora capra; dacă 
rămîneau capra şi varza, atunci capra mînca varza. 

În prezenţa omului, „nimeni nu mînca pe nimeni“. Omul nostru a izbutit, 
totuşi, să-i treacă pe toţi trei peste apă. 

Cum a procedat ţăranul? 

Albinus Flacus (Alk-win) 


133. Zbura un cird de giste; în intimpinarea lor zboară un giscan şi 
spune: 

— Bună ziua, o sută de gistel 

— Noi nu sintem o sută, îi răspunde una mai isteață. Dacă am fi 
atitea cîte sîntem acum şi încă o dată pe atit şi încă jumătate din cite sîntem 
şi încă un sfert din cite sîntem si cu tine, am fi o sută. Cite giste erau in cird? 


LN LJ 


1 Autorul primei culegeri de probleme distractive in limba rusă. 
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134. Problema triunghiului dreptunghic. 
Să se determine laturile triunghiului dreptunghic, dacă este cunoscută 
aria şi perimetrul. 
(Matematica în nouă cărți) 


135. În timp ce cîinele face 2 sărituri, iepurele face 3; iar 5 sărituri 
de-ale iepurelui fac cit 2 de-ale ciinelui. 
Cite sărituri trebuia să facă un ciine pentru a ajunge un iepure care este 
la 75 sărituri în faţa lui? 
Albinus Flacus (Alk-win) 


136. Un ogar urmărește o vulpe, care are 60 sărituri înaintea lui. Să se 
afle peste cite sărituri ogarul va ajunge vulpea, ştiind cá, pe cînd ogarul face 
6 sărituri, vulpea face 9, dar cà 3 sărituri ale ogarului fac cit 7 sărituri ale 
vulpii. 


ооо 


137. Un ciine aleargă după un cal. Cíinele face 6 sărituri in timpul in 
care calul face numai 5 si, făcînd 4 sărituri, cîinele parcurge distanţa pe care 
o face calul prin 7 sărituri. Cînd cîinele a început să alerge în urma calului, 
acesta avea un avans de 55 prăjini. 

Ce distanţă va mai putea parcurge calul pînă ce îl va ajunge cîinele? 


оов 


2. Probleme captivante 


Sint probleme care s-ar putea numi tot atit de bine: „probleme alese“, 
„probleme frumoase“ sau ,,probleme interesante“. 

Prin indicarea autorului sau a problemei deosebite care se pune, ele 
captează şi mai mult atenţia noastră, cu o invitaţie irezistibilă pentru a ne 
încerca şi noi forţele în găsirea soluţiei. 

Căci rezolvarea unei probleme deosebite este răsplătită din plin cu satis- 
factii spirituale, cum numai în basmele, în care Făt-Frumos le venea de hac 
iazmelor, puteam întilni. 


1. Problema Didonei. 

Legenda spune că Didona, fiica regelui din Tyr, a fugit, ajungind în 
locul care avea să devină, datorită ei, celebra cetate a Cartaginei. 

А cerut pămînt. Localnicii, în deridere, i-au făgăduit atit pămînt cit 
poate să acopere o piele de taur. 

Didona a tăiat pielea într-o fişie foarte îngustă şi deci foarte lungă 
şi a înconjurat cu ea un loc destul de mare ca să clădească pe el o cetate. 

Socotind cá din pielea taurului s-ar fi scos 1 000 de suvite lungi de cite 
2 metri, găsiţi cit pămînt şi-a luat Didona. Ce formă trebuia să aibă terenul 
înconjurat, pentru ca suprafaţa să fie maximă? 


2. Cineva vinde doi cai cu şei; o şa valorează 120 ruble, iar cealaltă 
25 ruble. Primul cal împreună cu şaua bună este de trei ori mai scump decit 
calul al doilea împreună cu șaua cea ieftină; iar calul al doilea împreună cu 
şaua bună este de două ori mai ieftin decît primul cal cu şaua ieftină. 


Să se afle prețul fiecărui cal. 
(Din Cursul de matematică pură, Efim Voitiakovski, 1811) 


3. ... În prima zi de drum, sania în care călătorea Jack London a mers 
cu viteza prevázutá de acesta. 


La un scurt popas, doi din cei cinci ciini, care o trágeau, au ros hamurile 
şi s-au luat după o haită de lupi. 
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A doua zi, London a trebuit sá continue drumul cu 3 ciini, care trágeau 
sania cu o viteză de 3/5 din viteza iniţială şi a sosit la destinaţie cu două zile 
mai tirziu. 

Dacă cei doi cîini fugiţi ar fi tras sania încă 50 de mile, el nu ar fi intir- 
ziat decît o zi faţă de termenul fixat. 

Care era distanța de străbătut? 


eee 


4. Trei drumeti au intrat într-un han şi au cerut să li se pregătească 
nişte cartofi. 

Între timp, au adormit. 

Primul care s-a trezit a mîncat a treia parte din cartofii de pe masă 
și s-a culcat iarăşi. Сіпа s-a trezit al doilea, crezind că este primul care mănîncă, 
a mîncat a treia parte din cartofii rămaşi şi s-a culcat din nou. 

În sfîrşit, cînd s-a trezit al treilea drumef, a mîncat și el a treia parte 
din cartofi şi a adormit. 

Dimineaţa, s-au lămurit. 

Pe masă mai erau 8 cartofi. 

Citi cartofi au fost la început pe masă şi cit mai are fiecare dreptul să 
mănînce? 


э э ө 


5. „O problemă grea“, — problema lui S. A. Racinski. 
10'-F11'412'-13'414 Á — 
365 


? 
(reprezentatá їп tabloul cu aceastá temá al pictorului Bogdanov-Belski) 


6. Problema lui Lucas. 


Între Europa (portul le Hàvre) si America (portul New-York), la 7 a.m. 
precis, pleacă, in fiecare zi, cite un vapor. Drumul durează exact 7 zile. Dacă 
cineva pleacă pe un asemenea vapor, cite vapoare întilneşie pe drum? 


7. Veverija la ... olimpiadă. 


O veveriţă aduce o alună în vizuină in 20 de minute. Cit de departe de 


alun este vizuina, dacă se ştie că veverița fuge fără alună 5 m/s, iar cu aluna, 
3 m/s? 


(Olimpiada de matematică, cls. a V-a, Kiev, 1950) 


8. Problema lui Newton. 


În 18 zile, 64 de boi au păscut iarba unei livezi de 48 arii, iar în 30 de 
zile, 84 de boi au păscut iarba unei livezi de 90 arii. Cîţi boi ar putea să pască 
iarba de pe 60 de arii în 20 de zile? 


(Se va presupune că, la intrarea boilor în livezi, iarba avea aceeași înăl- 
fime şi că ea creşte în mod uniform pe tot timpul păscutului.) 


9. Trei izlazuri, acoperite cu iarbă de aceeași desime și care crește la 
fel de repede, au suprafaţa de з= Һа, 10 ha si 24 ha. 
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Cu iarba de pe primul izlaz s-au hrănit 12 boi timp de 4 săptămîni; 
cu iarba de pe izlazul al doilea, s-au hránit 21 de boi, timp de 9 sáptàmini. 
Citi boi se pot hrăni cu iarba de pe izlazul al treilea, timp de 18 săp- 
tămîni? 


10. Într-o grădină zoologică se află 37 fiinţe cu 86 picioare și 44 limbi. 

Știind că vulpile si tigrii la un loc sînt cit cangurii la număr, iar tigrii 
şi urangutanii împreună sint cit șerpii la număr, să se afle citi canguri şi 
urangutani, care stau în cite două picioare fiecare, şerpi cu cite două limbi 
fiecare si citi tigri se află în grădina zoologică. 


(Propusă de zidarul Stepan Ionel si publicată in G.M.A., nr. 9, anul IX.) 


11. Problema lui Euler! 

Două ţărănci au adus împreună la tirg 100 de ouă, una avea mai multe 
decit cealaltă; ambele au încasat sume egale. 

Atunci prima i-a spus celeilalte: 

„Dacă aş fi avut ouăle tale, as fi încasat 15 crei[ari." 

Cea de-a doua i-a răspuns: 


„Iar dacă eu аз fi avut ouăle tale, aș fi încasat pentru ele 6 i crei [ari 
Cite ouă avea fiecare? 


12. Pe pista circulară a unui velodrom pedalează doi ciclişti cu viteze 
constante. Mergind în sensuri opuse, ei se întîlnesc la fiecare 10 secunde; 
mergind în acelaşi sens, unul din ei îl ajunge pe celălalt la fiecare 170 secunde. 

Care este viteza fiecăruia dintre cicliști, dacă lungimea pistei este de 
170 m? 


ово 


13. Problema lui І. №. Tolstoi? 

Un grup de cosasi а ieșit la cimp. Cosasii trebuiau să coseascá două 
fineţe dintre care una era de două ori mai mare decit cealaltă. 

Jumătate de zi, grupul a cosit fineata cea mare, iar în а doua jumătate 
a zilei, grupul s-a împărţit în două: o jumătate a rămas să termine fineata 
cea mare, iar cealaltă jumătate a început să cosească Їїпеа{а cea mică. 

Seara, fineata cea mare era cosită, iar din сеа mică rămăsese un lot 
care a fost cosit a doua zi de un singur cosaș, care a lucrat toată ziua. Din 
citi cosaşi era format grupul? 


14. O întreprindere siderurgică a produs în cursul anului 1949 o canti- 
tate de 5000 tone de oţel. Întreprinderea îşi propune са în fiecare an să mărească 
producţia cu 20%, față de anul precedent. 

În cit timp, socotind de la 1 ianuarie 1949, va totaliza intreprinderea 


o producţie de 50000 tone de oţel? 
(R.M.F., 1950) 


1 Din „Introducere în algebră“ a lui L. Euler. 
2 în realitate, o problemă care-i plăcea foarte mult marelui scriitor. 
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15. Problema celor două izvoare de lumină. 

Între două izvoare de lumină cu intensitátile de 20 candele si 45 candele, 
se aşază un ecran. Pentru ca ambele feţe ale lui să fie luminate în mod egal, 
ecranul trebuie să fie aşezat cu 1 metru mai aproape de un izvor decît de ce- 
lălalt. 

Să se determine distanţa dintre cele două izvoare de lumină? 


э LJ 


16. În 10 plicuri se repartizeazá suma de 1 000 de lei, astfel încît se poate 
plăti orice sumă pînă la 1 000 de lei, fără să se deschidă vreun plic. Cum trebuie 
repartizată suma? 


eet 


17. O problemá a lui Lalescu. 

Douá trenuri, care parcurg distanta AB cu viteze diferite, pleacá unul 
din staţia A la ora 6, celălalt din stația В la ora 6 şi 30 de minute şi se  intil- 
nesc în staţia intermediară C la ora 7 şi 27 de minute. 

La întoarcere, ambele trenuri pornesc la ora 18, fiecare cu aceeaşi viteză 
ca la ducere și fără oprire în C. La ora 19, distanţa între trenuri se micșorează 
cu 4/5 din distanţa totală AB; in sfîrşit, întîlnirea are loc, de data aceasta, la 
37 km depărtare de C. 


Să se determine distanţele AC si CB, vitezele trenurilor şi ora de intil- 
nire la întoarcere. 


18. Problemă care se rezolvă printr-o ecuaţie diofantică! (ecuaţie nede- 
terminată cu 2 necunoscute care se rezolvă în numere întregi). 

„Un cetățean trebuie să plătească pentru o cravată 19 ruble. Cum trebuie 
să procedeze cumpărătorul, care are la el numai hirtii de 3 ruble, si casierul, care 
are numai hírtii de 5 ruble, astfel ca plata să se facă fără ca banii lor să fie schim- 
baţi?“ 


19. О rezolvare interesantă. În cartea „Culegere de probleme de aritmetică“, 
profesorul Топ Ionescu formulează următoarea problemă: 

„Un cioban nu are 100 de oi, dar îi lipsesc anume 
atitea cite ar avea peste 100, dacă ar avea de 9 ori cit are 
acum. 

Cite oi are acel cioban?“ 

Rezolvarea dată de autor: 

„Se face un pătrat divizat în 9 pătrate egale (fig. 4). 
La un colț însemnăm unul din pătrate care reprezintă oile 
ce le posedă, iar pătratele rămuse neînsemnate reprezintă 
oile ce le-ar avea, dacă ar fi de 9 ori pe atitea. 

Se duce linia groasă care să lase de o parte și de alta Fig. 4. 
același număr de pătrate neînsemnate. Acea linie lasă în 
jos numărul de 100 de oi. Deci 5 pătrate mici fac 100 oi și prin urmare unul 
echivaleuză cu 20 oi. 

Acesta este numărul căutat.“ 


1 După numele lui Diofante, căruia îi revine meritul introducerii lor în 
algebră. 
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20. Comandantul unei tabere de pionieri imparte pionierii din tabárá 
în mai multe echipe în felul următor: 

Un pionier şi o zecime din rest merg la cules zmeură; doi pionieri şi o 
zecime din rest dau ajutor la bucătărie, trei pionieri și o zecime din rest merg 
la scăldat s.a.m.d. pînă nu rămîne пісі un pionier nerepartizat. 

La sfîrșit, se constată cà în fiecare echipă se găsește acelaşi număr de 
pionieri. Citi pionieri au fost în tabără si cite echipe s-au format? 


21. Problema celor 8 locomotive. 

Să se manevreze, folosind 17 mişcări, 8 locomotive plasate în careu ca 
în figura 5, astfel ca locomotivele să ajungă în ordinea numerelor lor, pe linia 
exterioară a pătratului. 


22. O barcă nu poate transporta dintr-o dată decit 100 kg. Cum vor 
putea să treacă rîul cu acea barcă un om care cintáreste 80 kg şi cei doi fii 
ai săi, care cîntăresc 30, respectiv 50 kg? 


оо о 


23. Cînd teoria poate fi mai tare decit intuiţia practică. 

De doi stilpi fixaţi de o parte şi de alta a unei străzi, la distanţă de 20 m, 
se atirná, cu ajutorul unui cablu care face o săgeată de 0,15 m, o lampă grea 
de 15 kg. 
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Cablul este dat că rezistă la o forţă de întindere de 400 kg. Va rezista 


oare cablul solicitárii la care este supus ori se va rupe? 
э өз 


24. Problema bradului. 

— Bradule, te-a frint furtuna! ... Cit de înalt ai fost? 

— Nu ştiu, dar înainte, de-mi ridea soarele sub un unghi de 60°, lásam 
umbră cit lungimea ce mi-a mai rămas; iar acum, de-mi plinge sub un unghi 
de 30°, las doar 20 m peste ce-am pierdut... 


— Ei, lasă, atunci, că socotesc eul 
оз e 


25. La o cursă aleargă trei cai А, В, C. Dacă A cîştigă, se dà de a ori 
miza; dacă B cîştigă, se dă de b ori miza; iar dacă C cîştigă, se dá de c ori miza. 
Ce mize trebuie sá se puná pe cei trei cai, pentru ca, in toate cazurile 

posibile, să se cîştige suma s? 
(R.M.T.) 


26. Problema celor douá poduri plutitoare. 

Două poduri plutitoare pornesc în același moment din ambele părți ale 
unui fluviu şi străbat apa după un drum perpendicular pe maluri. Ele au viteză 
constantă, dar unul se deplasează mai rapid. 

Podurile se încrucișează în dreptul unui punct situat la 720 de iarzi de 
malul cel mai apropiat. 

Ambele poduri rămîn la chei 10 minute, înainte de a face cursa retur. 
La întoarcere, ele se întîlnesc la 400 de iarzi de celălalt mal. Cit de lat este 
fluviul? 


(Sam Loyd, în Cyclopedia of Puzzles, 1914; 
vezi Amuzamente matematice de Martin Gardner.) 


27. La campionatul de fotbal, din cele 55 de meciuri, fiecare echipă 
a jucat cu fiecare din celelalte echipe o singură dată. Cite echipe au luat parte 
la campionat? 


28. Problema celor şapte poduri 

În Koenigsberg (azi Kaliningrad) sint șapte poduri peste riul Pregel 
(fig. 6). Cineva s-a gindit să le traverseze pe toate şi să revină în punctul de 
plecare fără a trece de două ori acelaşi pod. 

Stabiliţi itinerarul de urmat în 


acest scop. 
Leonhard Euler (1736) кезщ E 


29. Un călăreț si un drumef pornesc a- к= 
din acelaşi punct А spre punctul B. Călă- ar 
геш ajunge in B cu 50 minute înaintea 
drumetului, se intoarce imediatinapoi spre 
A şi se intilneste cu drumetul la o distanță Fig. 6. 
de 2 km de B. 

Pentru tot drumul de la A la B şi înapoi, cáláretului i-au trebuit o oră 
şi 40 minute. 

Ce distanţă este de la A la B si cu ce viteză a mers fiecare? 
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30. Problema lui Lev Tolstoi (pe baza datelor din povestirea „Cît pămînt ii 
trebuie unui om^). 
Pahom fugea pe laturile unui patrulater. Despre prima latură a lui 
citim următoarele: 
„Străbătu vreo cinci verste ... Hai să mai fac vreo cinci verste; pe urmă 
o iau la stînga!“ . 
Prin urmare, prima latură a patrulaterului avea o lungime cam de 10 
verste. 
Despre cea de-a doua latură, care formează împreună cu cea dintii un 
unghi drept, nu ni se comunică în povestire nici un fel de indicaţii numerice. 
" Lungimea celei de-a treia laturi, evident perpendiculară pe cea de-a doua, 
se arată în povestire în mod direct: „Nu străbătuse pe a treia latură decît vreo 
două verste“. 
În mod direct ni se dă şi lungimea celei de-a patra laturi: „Pînă la locul 
de sosire rămîneau tot 15 verste“. 
Cite verste pătrate de pămînt a înconjurat Pahom? Dacă parcela în- 
conjurată ar fi avut forma nu de trapez, ci de dreptunghi cu acelaşi perimetru, 
: suprafaţa înconjurată ar fi fost 
mai mare sau mai mică? Cu cit? 


(Prelucrare după I. Perelman) 


31. Calculul înălţimii munţilor 
din lună (aplicaţie a teoremei lui 
Pitagora generalizată). 

Presupunind Luna la primul 
pătrar (fig. 7), deci luminată pe ju- 
mătate de razele Soarelui ce vin din 
direcţia (S), un munte aruncă um- 
bra pe fata luminată a Lunii și 
aceasta se vede ca o pată AB. 

Planul determinat de centrul 
Luni işi de raza de lumină care trece 
prin virful muntelui secţionează Luna 
şi muntele așa cum se vede în fi- 
gură: L'B' este raza Lunii, iar L'A' 
este raza Lunii plus înălțimea mun- 
telui. 

Ceea ce se poate măsura de la suprafața Pămîntului sînt distanţele: 
AB=A'B' şi BC=B'C' (există metode pentru aceasta). 

Atunci, din triunghiul L'A'B', avem: 


L'A?—L'B" .-A'B" +2А'В'· B'C' 


Toti termenii din partea a doua sint cunoscuţi, deci se poate calcula 
L'A', din care scázind raza Lunii se obţine înălțimea muntelui. 


Fig. 7. 
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32. Problema zborului spre Lund. 


Teoretic această problemă se reduce la determinarea punctului de egală 
atracţie a Pămîntului și a Lunii, care, o dată depășit, va permite rachetei 
să fie atrasă pe Lună de forţa de gravitație a acesteia, devenită preponderentă. 

Fie: M=masa Pămîntului; 


x = distanţa rachetei de Pămînt; 


k=forţa cu care se atrag două mase de cite 1 gram la distanţa 
de 1 km; 


m-masa Lunii 
l= distanţa dintre Lună si Pămînt=84 000 km. 
Potrivit legii lui Newton, avem: 


Mk mE sau a = =81,5 (constanta gravitațională). 
т? (1— x) (1—х)* т 


r 


= V81,5— +9,03 


х—1 


10,03x,— 9,031; х= 9,03 - 384 000 
10,03 


Rezultă: x,=346 000 km 
х;=430 000 km 


Deci, pentru ca racheta să fie atrasă de Lună, trebuie să ajungă in interi- 
orul unei sfere concentrice cu Luna, al cărei diametru să fie D—430 000— 
— 346 000 = 84 000 km. 


eee 


33. Cineva află de existenţa a trei inovaţii: cu ajutorul primei inovaţii 
se poate economisi 30%, din combustibil, cu a doua, 45%, iar cu cea de a 
treia, 25%. 

Propunindu-si să folosească toate cele trei inovaţii dintr-o dată, ajunge 
la concluzia cá va putea economisi 30% +45% +25%=100% din combustibil. 

Este posibil acest lucru? i 

Cite procente economie va realiza el în realitate? 


34. Problema rachetelor care se ciocnesc. 


Două rachete se îndreaptă una spre cealaltă, prima cu 9000 de mile pe 
oră, iar a doua, cu 21 000 de mile pe oră. Ele decolează din două puncte situate 
la o distanţă de 1317 mile. 


Fără a folosi hirtia şi creionul, calculati distanţa dintre ele cu un minut 
înainte de ciocnire. 


(Martin Gardner, Amuzamente matematice) 
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35. După o legendă musulmană, Mahomed obișnuia să deseneze 'ре 
nisip, dintr-o singură trăsătură cu virful iataganului, un dublu bicorn 
(fig 8). Această figură a căpătat denumirea de sigiliul lui Mahomed. Să se 

stabilească ordinea de urmat pentru trasarea acestei 
figuri dintr-o singură linie continuă. 


eet 


36. Problema luptătorilor. 

Două linii de trăgători A si B se luptă faţă in 
faţă. De la A pleacă 5 focuri pe minut de la fiecare 
soldat, iar de la B, pleacă 6. Cei din A ucid 2%, iar cei 
din B, 4%, din numărul focurilor trase. 

În 20 de minute de luptă, de la A s-au tras 8000 
de focuri mai mult ca din B, iar la finele luptei rămăse- 
seră în A, 92 trăgători mai mult ca pe linia B. 

Care era efectivul celor două linii la început și cit 
a rămas după luptă? Cite focuri a tras fiecare linie? 


Fig. 8. 
37. Absurditate aparentă. 
Cu ce este egal 84, dacă 8: 8—54? 


38. Problema peștilor luptători. 

În Siam se cresc două soiuri de peşte pentru calităţile lor de luptători: 
un biban mare, alb, cunoscut ca pestele-rege si un crap mic, negru, numit 
pestele-diavol. 

Antipatia dintre aceste două specii este atit de mare, încit se atacă 
reciproc de îndată ce se văd şi se bat pinà la moarte. 

Un peste-rege poate dispune cu ușurință de unul sau de doi peşti mici, 
exact în cîteva secunde. Însă pestii-diavoli sînt tot atit de agili și colaborează 
atit de armonios, încît 3 din acești peştişori egalează pe unul mare şi pot 
lupta ore întregi fără nici un rezultat. Ei își realizează atit de raţional şi de 
științific tactica de atac, încît 4 peștişori ucid un peşte mare exact in 3 minute, 
iar un număr mai mare dă lovitura de gratie proportional mai repede. (Adică 
5 peşti-diavoli ucid un peşte rege în 2 minute şi 24 s., șase îl ucid în două 
minute etc.) | 

Dacă opunem 4 pesti-rege la 13 peştişori-diavoli, care tabără va cîştiga 
lupta si cit timp va dura, presupunind, fireste, cá pestii cei mici coopereazá 
in maniera cea mai eficace? 

(Cyclopedia of Puzzles, de Jr. Loyd, 1914) 


39. Să se rezolve dintr-o privire ecuaţia: 
x?—3 
> э ә 


40. Fără a calcula valoarea rădăcinilor, să se spună ce este mai mare: 
V5 sau V2? 


оо LJ 
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4l. Enigma lui Dudeney! 

О încăpere dreptunghiulară are dimensiunile: lungime 30 picioare, 
lăţime 12 şi înălțime 13 picioare. Păianjenul se află pe linia mediană a unui 
perete la distanța de 1 picior (aprox. 30,5 cm) de tavan. 

Musca se află pe linia mediană a peretelui opus la 1 picior înălțime 
deasupra pardoselii şi este atit de paralizată de frică, încît nu se poate mișca. 

Care este cea mai scurtă distanţă pe care trebuie s-o străbată păianjenul 
pentru ca să ajungă la muscă? 


42. Problema nucilor de cocos. 

„Cinci oameni si o maimuţă au naufragiat pe o insulă pustie și și-au petrecut 
prima zi culegind nuci de cocos, ca să ai bá ce mînca. Le-au așezat pe loate grămadă 
şi s-au culcat. 

Pe cînd dormeau tofi, unul dintre oameni s-a trezit si, gtndindu-se cá ar 
putea să iasă scandal dimineaţa, la împărţirea nucilor de cocos, s-a hotărît să-și 
ia partea lui. A împărţit nucile de cocos în cinci grămezi. A lăsat de o parte o 
nucă pentru maimuţă și apoi și-a ascuns grămada lui, iar pe celelalte le-a pus la loc. 

Rind pe rînd, cîte unul din oameni se trezea si proceda la fel. Fiecare lăsa 
о nucă de cocos de o parte, pentru maimuţă. 

Și toţi cei cinci bărbaţi au făcut la fel, unul după altul; fiecare a luat din 
grămadă, cînd s-a trezit, o cincime din nucile de cocos şi fiecare a lăsat cite о 
nucă pentru maimuţă. 

Dimineaţa și-au împărţit nucile de cocos rămase și împărțirea s-a făcut 
exact. Firește, toți știau că lipseau nuci de cocos; dar fiecare era tot atit de vinovat 
ca si ceilalţi, asa că şi-au ţinut cu toţii gura. 

Cite nuci de cocos аи fost la început?“ 


(M. Gardner, Amuzamente matematice) 


43. Să se construiască grafic x dat de expresiile: 
1) x=Vabcă 
2) х= үа Fb’ 


44. Problema lui Napoleon Bonaparte. 
Să se împartă un cerc dat in patru părţi egale fără a se recurge la riglă. 
Se dă poziţia centrului acestui cerc. Se poate folosi numai compasul. 


(I. I. Perelman, Geometria distractivă) 


45. Problemă atribuită lui Napoleon Bonaparte. 

Dacă se construiesc triunghiuri echilaterale în exterior (sau interior) 
pe treimea din mijloc a fiecărei laturi a unui triunghi, virfurile acestor trei 
triunghiuri neaflate pe laturile triunghiului iniţial, formează un nou triunghi 


echilateral. 
(G.M., nr. 8/1968) 


1 Henry Ernest Dudeney, cel mai mare enigmist al Angliei (născut la May- 
field în 1857). 
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46. Pe fundul unei farfurii, care este un cerc cu raza de 10 cm, se așază 
10 monede cu raza de 1 cm. Cit la sută din suprafaţa farfuriei acoperă monedele 
Nu se va afla aria nici a farfuriei, nici a monedelor. 


сое 


47. La 9 sonde trebuie repartizati З ingineri, fiecáruia repartizidu-i-se 
cite 3 sonde. Їп cite moduri se poate face repartitia? 


eee 


48. Două localităţi A si B sint situate de o parte si de alta a unui riu. 
In ce loc trebuie fácut podul MN, pentru ca drumul AMNB 5а fie minim? 


ee € 


49. Pe mormîntul lui Arhimede se găsește o figură compusă dintr-un 
cilindru în care se înscrie un con şi o sferă de raze egale, înălţimea cilindrului 
și a conului fiind egale cu diametrul sferei. Ce relație există între volumul 
sferei si volumele celorlalte două corpuri? 


оо о 
50. Să se deducá prin cîte о construcţie geometrică următoarele formule 
algebrice: 


1?(a--by*— а? +2ab +b? 
2*(a2— b?— (a— b)(a+ b) 


51. Ce grosime s-ar obţine dacă se îndoaie o coală de hirtie de 50 ori? 
Să se estimeze rezultatul; apoi să se calculeze, socotind grosimea colii de hirtie 
de 0,1 mm. 


э ө ә 


52. Problema piesei de 5 lei. 

Dacă trei cercuri egale trec toate prin același punct P, atunci cercul 
care trece prin cele trei puncte P,, Р, şi Ру, în care aceste cercuri se taie două 
cite două, este egal cu cercurile date. 


Notă: Această problemă a fost formulată de profesorul Gh. Tifeica în ajunul: 
unui concurs al Gazetei Matematice, înaintea primul război mondial, în timp ce se 
ajuta cu o monedă veche de 5 lei să traseze cu creionul cercuri egale. După ce a 
descoperit problema exptrimental, autorul i-a găsit şi o demonstraţie. 


53. Un înotător înoată pe riul Neva împotriva curentului. Lîngă podul 
Republican, el pierde o ploscă goală. După ce mai înoată 20 minute împotriva 
curentului, el observă pierderea, se întoarce şi ajunge plosca lîngă podul Smidt. 

Distanţa dintre cele două poduri fiind de 2 km, aflaţi cu ce viteză curge 
Neva. 


ооо 


54. Distanţa dintre două oraşe, A si B, este de 200 km. Din A pleacă 
o cale ferată rectilinie Ax; distanţa de la orașul B la calea ferată este de 87 km. 
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Să se calculeze cum trebuie construită o şosea rectilinie de la orașul B la 
calea ferată, astfel incit costul transportului mărfurilor pe traiectul dintre 
A şi B să fie minim, ştiind că pe calea ferată transportul este de 2 ori mai 
ieftin decit pe şosea. 

Să se afle la ce distanţă de A trebuie aşezată staţia care va lega oraşul 
B cu calea ferată Ax. 


(F.G.M.) 


55. Trei vapoare intră în port după fiecare cursă. Primul vapor îşi face 
cursa în 6 zile, al doilea în 5 zile, iar al treilea în 10 zile. Peste cite zile (în cel 
mai apropiat timp) se vor întîlni în port, primul cu al doilea vapor, primul cu al 
treilea și toate trei vapoarele odată, în cazul cînd ar fi ieşit din port în acelaşi 
timp? 


з ө ө 


56. Pe laturile unui triunghi АВС se iau punctele A,, А,, B,, В,, Ci, C; 
care împart laturile BC, CA si AB în părţi respectiv egale. Să se demonstreze 
că aria triunghiului ce se obţine prin intersectarea dreptelor AA,, BB, şi CC, 
reprezintă 1/7 din suprafaţa triunghiului ABC. 


э э o 


57. Se dă un semicerc ARB de diametru AB—6 cm. Se împarte diametrul 
în părţi proporţionale cu numerele 1, 2 și 3. Pe aceste segmente se construiesc 
semicercuri ca în figura 9. 


== а 2 
wi C x | 
D у | 
NIE 
M | 
DEL EE 
A о B M G 
Fig. 9. Fig. 10. 


Să se afle lungimea conturului ARB ... A, precum si aria închisă de 


acesta. 
. oo 


58. Să se arate ре baza indicațiilor din figura 10, cum se poate transforma 
un dreptunghi ABCD într-un pătrat BEFG, echivalent cu el. 
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59. Linia care se numeste їп arhitecturá curbá cu trei centre (sau curbá 
semiovală) se construieşte astfel (fig. 11): se imparte segmentul AB in trei 
părți egale, prin punctele C si D, cu o rază egală cu CD; cu centrele în aceste 

puncte, se duc două arce care se taie 
Е F într-un punct J; se duc dreptele JC şi 
JD, care se prelungesc; se descriu arcele 


AE si BF, cu centrele în punctele C si D 
şi arcul EF cu centrul în punctul J. 
A B Să se arate de ce arcele AE, EF si 
FB sint racordate. Se racordează ele si 
7 in cazul cind AC este egal cu DB, dar nu 
este egal cu CD? 


оов 


Fig. 11. 60. Problema sferei găurite. 

Prin centrul unei sfere solide a fost 
sfredelită o gaură cilindrică, avind lungimea de 6 toli. Care este volumul 
restului sferei? 

(M. Gardner, Amuzamente matematice) 


61. Fie un cerc de rază R. Să se afle cite cercuri de rază R trebuie pentru 
a înconjura cercul dat, astfel ca aceste cercuri să fie tangente între ele şi 
tangente cercului O. 


62. Un cerc se rostogoleşte în exterior pe un alt cerc. După ce ajunge 
în punctul de plecare, continuă să se rostogolească pe o dreaptă tangentă la 
cercul fix, în acel punct. 

Ce linie descrie centrul cercului mobil? Dar un punct M de pe cerc? 
Demonstraţie. 


63. O hidrocentrală H trebuie să alimenteze cu energie electrică o 
Cooperativă Agricolă de Producţie G, aflată în acelaşi unghi ascuţit a două 
şosele ca și hidrocentrala; alimentarea trebuie să se facă prin două staţii de 
transformare A si B, care se află pe cite una din șosele. 

În acest scop, un cablu va lega hidrocentrala cu cele două staţii de trans- 
formare în continuare şi apoi, tot în continuare, cu gospodăria. Se cere să se 
afle locul aşezării, pe cele două șosele, a celor două staţii de transformare, cu 
condiţia să se facă cea mai mare economie la lungimea cablului. 


(Concursul de matematici al Societății de Științe Matematice 
si Fizice din R.P.R., 1953, regiunea Iaşi.) 


64. Fie două cercuri concentrice, avînd centrul în О şi astfel cá raza 
celui mai mare este dublul razei celui mic. 

Pe cercul mare considerăm un punct oarecare M şi ducem din el o tangentă 
la cercul mic. Ea taie cercul mare într-un punct A. Din punctul A ducem 
tangenta diferită de AM, la cercul mic. Ea taie cercul mare în punctul B. 
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Să se demonstreze că tangenta dusă din B, diferită de BA, la cercul mic, 
trece prin punctul M. 


(Problemá ín legáturá cu celebra problemá a inchiderii a lui Poncelet.) 


65. Se dau în plan trei puncte A, B, C. În unghiul ABC să se găsească 
un punct M din care segmentul AB sá fie vázut sub un unghi de 60^, iar seg- 
mentul BC să fie văzut sub un unghi de 80°. 

(Problema hărții) 


66. Se dă un segment de dreaptă AB de lungime a care se împarte în 
n părţi egale (fig. 12, pentru n—3). Cu origina în A, respectiv în B, se descriu 


Fig. 12. 


deasupra şi dedesubt semicercuri de diametru AA, AA, AA; 
ААп—1, AB; B,An—1,... BA, BA, BA. 

Să se demonstreze cá: 

— Ariile fisiilor cuprinse între aceste semicercuri sint egale; 

— Perimetrele lor sint de asemenea egale. 


67. Se dá un triunghi isoscel ABC. Fie D mijlocul bazei BC, E proiecția 
lui D pe AC, iar Е mijlocul lui DE. Sá se arate cá AF | BE. 


(The American Mathematical Monthly) 
68. Pentagrama lui Miquel. Dacă se circumscrie cercuri triunghiurilor 


formate de fiecare latură a unui pentagon şi prelungirile laturilor adiacente, 
cele cinci puncte de intilnire ale cercurilor alăturate sint conciclice. 
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69. Un aviator se urcă deasupra Pămîntului la înălțimea h. Cîtă su- 
prafatá de pămînt vede el, dacă notăm raza Pămîntului cu R? 


70. Un turist, plecind dintr-un oras, a mers 3 ore pe jos si 2,5 ore cálare, 
depártindu-se, în total, de oras cu 40 km; altă dată el a plecat călare din 
oraș cu aceeași viteză si a parcurs 5 1/2 ore, apoi s-a întors pe jos 3 ore, aflindu- 
se, astfel, tot la o distanţă de 40 km de oras. 


Cu ce viteză a mers turistul călare? (Rezolvare grafică). 


ee ө 


71. Să se afle unghiul ce trebuie să facă razele unui cerc OA si OB, pentru 
ca volumul născut din revoluţia sectorului OAB în jurul lui OA să fie egal cu 
sfertul volumului sferei. 


(Propusá de Gh. Тї{еїса în „Revista Şcoalei“ a liceului din Craiova.) 


72. Virfurile unui triunghi dreptunghic ABC împart cercul circumscris 
în trei arce. 


Se duc tangente la fiecare din aceste arce, astfel ca lungimile acestora, 
cuprinse între prelungirile laturilor, să aibă mijloacele în punctele de contact. 
Să se arate că punctele de contact sint virfurile unui triunghi echilateral. 


(Teorema lui Pollock) 


73. Fie D, E, Е punctele de contact cu laturile ale cercului І, înscris în 
triunghiul ABC. : 


Să se arate cá dreptele AD, BE, CF trec prin acelaşi punct G (punctul 
lui Gergonne al triunghiului). 


3. Probleme celebre 


1. La greci, au apárut patru probleme interesante de care omenirea 
s-a ocupat timp de peste două milenii şi jumătate. Aceste probleme, devenite 
celebre, sînt: 

a) Împărțirea cercului sau a unui arc de cerc într-un număr oarecare 
de părţi egale. 

De această problemă este legată înscrierea într-un cerc a unui poligon 
regulat cu un număr de laturi dat. 

b) Dublarea cubului, adică construirea unui cub cu un volum de două 
ori mai mare decit un cub dat. Legenda spune că această problemă s-a pus 
locuitorilor Atenei în timpul unei groaznice epidemii, cînd oracolul de la 
Delfi le-a răspuns: 

„Dublaţi altarul lui Apolon (care avea o formă cubică), dacă vreţi să 
роіоіі {і mînia divină“. 

с) Тгіѕесіипеа unghiului, adică împărțirea unui unghi oarecare în trei 
părți egale. 

d) Cvadratura cercului, adică construirea unui pătrat care să aibă o su- 
prafatá egală cu aceea a unui cerc dat. 

Se cerea ca aceste probleme să fie rezolvate exact, folosind numai com- 
pasul și o riglă negradată. 

Cu toată simplitatea lor aparentă, aceste probleme nu pot fi rezolvate 
numai cu rigla și compasul, lucru care a fost stabilit abia în a doua jumătate 
a secolului al XIX-lea. 

Pînă atunci, iar în parte și după aceea, foarte multi oameni, în special 
matematicieni diletanţi, îşi iroseau vremea si energia în încercări fără sorti 
de izbindá de a rezolva aceste probleme. Printre cauzele care făceau imposi- 
bilă rezolvarea menţionăm la problema (b) faptul că latura cubului trebuie să 
fie 19/2 ипде4/2 este un numár irational, iar la problema (d) suprafata сег- 
cului este legată de asemenea de numărul irațional r. 

Imposibilitatea rezolvării acestei ultime probleme a fost demonstrată 
în mod definitiv de Lindemann în anul 1882. 

Istoricul acestor probleme, despre care s-au scris multe cărţi și broşuri, 
arată însă, că din încercările infructuoase de a le rezolva, s-au dezvoltat ramuri 
foarte importante ale ştiinţei matematice moderne. 
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Pe de altă parte, au fost cazuri, cînd s-a recurs la construirea unor instru- 
mente pentru rezolvarea unora din aceste probleme. Astfel celebrul Arhimede 
a reușit să găsească un mijloc „mecanic“ pentru rezolvarea problemei (с), 
procedeul bandei de hirtie (fig. 13). 


Fig. 13. 


Fie unghiul dat a pe care urmează să-l împărţim în trei părţi egale. 

Din virful O al unghiului şi cu o rază oarecare descriem un semicerc ABC. 

Prelungim diametrul CA înspre partea opusă lui A. Luăm o bandă de 
hîrtie cu marginea dreaptă şi insemnám pe această margine o lungime DE 
egală cu raza semicercului. Așezăm banda de hirtie astfel ca marginea еі să 
treacă prin punctul B, punctul D să cadă pe prelungirea diametrului; iar punc- 
tul E pe semicerc. Triunghiul DOE este isoscel. 


Se poate, acum, stabili ușor că B= — 


Mai tirziu, M. d'Ocagne, Nicholson, abatele Théophile Moreaux şi alții 
au obţinut noi rezultate în rezolvarea acestei probleme. Pentru simplitate, 
arătăm modul de construcţie al unui trisector imaginat de abatele Moreaux 
(meteorologist şi astronom francez, secolul al XIX-lea): 

Pe o hirtie groasă desenăm un triunghi isoscel ABC, BC fiind baza 
(fig. 14). 

Din centrul C, ca centru, descriem un semicerc cu raza egală cu mijlocul 
bazei BC, adică egală cu CD. Tăiem hirtia în jurul lui AB, în lungul lui AD 
şi pe marginea cercului; de asemenea tăiem în lungul razei CE. 


La AS 


În partea de jos a triunghiului şi a cercului lăsăm o mică prelungire 
(іе), саге să permită semicercului să se ţină legat de triunghi. Fie unghiul 
xoy (fig. 15) pe care ne propunem să-l impártim în trei părți egale. 
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Minuim trisectorul astfel ca în timp ce punctul B este pe latura ох, înăl- 
timea AD să treacă prin О, iar cercul să fie tangent laturii oy într-un punct F. 
Cind punctul B, latura AD şi semicercul îndeplinesc aceste condiţii, 
ANS 


~ mN 
ca în figură, unghiul roy este împărțit în trei părți egale: BOD—DOC-COF. 
Un model simplu de trisector a propus şi profesorul Neculai Iorga în 
G.M. 3/1968. 
2. O altă problemă a antichității, devenită celebră, este problema despre 
taurii Soarelui (problema taurilor lui Helios), cunoscută si sub denumirea 
problema taurilor din Helicon’: 


„1ат cînd scáparám noi de stînci, de Scila 
Şi de Charibda cea cumplită, iată 

Ne pomenirăm la insula cea sfîntă 

A zeului. Acolo erau boii 

Cei тїпатї și fruntogi, oi multe grase 
De-a Soarelui“... 


(Homer, Odiseea, cîntul al XII-lea.) 


Și se adeveri proorocirea lui Circe: 

„Vei sosi în insula Trinacria, unde pasc boii si oile Soarelui, cîte 7 cirezi 
de fiecare fel si fiecare de cite 50 de capete. Aceste vite nu fată si nici nu mor si nici 
nu îmbătrînesc, iar fetele Soarelui, acele zine си păr de aur, pasc turmele“ ... 

Pe această temă, Arhimede a compus următoarea problemă, pe care a 
propus-o lui Erathostene din Cyrena pentru matematicienii din Alexandria: 

„Calculează-mi, prietene, numărul vitelor cornute ale lui Helios, dar să te 
gîndești serios, dacă ai pretenţia cá ești om de ştiinţă. 

Cite pasc în cîmpiile Siciliei, insula cu 3 unghiuri? Ele se împart in 4 
cirezi de culori diferite. Unele sînt albe ca laptele, altele de un negru strălucitor, 
altele roșii, iar ultimele bălţute. 

Fiecare cireadă are un număr mare de lauri și sint unii faţă de alţii în 
acest raport: | 

1. Cei albi sint ati(ia cit 1/2 si 1/3 împreună din cei negri, plus toţi cei 
roșii; 

2. Cei negri sint cît 1/4 şi 1/5 din cei bălțaţi plus toţi cei roşii; 

3. Cei bălțaţi sînt 1/6 și 1/7 din taurii albi, plus numărul total al celor 
roşii; 

4. Vacile cele albe sînt 1|3-]- 1|4 din întreaga cireadá neagră; 

5. Cele negre 1|4 -- 1/5 din toată cireada bălțată, cînd |vacile pasc la un loc 
cu taurii; 

6. Cele bălțate fac 115+ 1/6 din cireada vitelor roșii; 

7. Cele roşii fac cit 1/6 -|17 din toată turma albă. 


Dacă-mi spui numărul cornutelor Soarelui, separat numărul taurilor bine 
hráni fi si pe cel al vacilor, si cîte din fiecare culoare, nu vei fi considerat nepriceput 
sau neiscusit în calcule, dar nu vei fi socotit încă printre învăţaţi. Căci iată ce se 
mai stie despre aceste vite ale lui Helios: 

8. Atunci cînd mulţimea taurilor albi se unește cu aceea a celor negri, ei 
formează împreună o figură pătrată, iar marea lor întindere umple toată supra- 
Гаја insulei cu trei unghiuri. 


1 Mitologie: munte in Beofia, locuit de Apollon si de muze. 
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9. În fine, dacă taurii roşii se așază pe rînduri, împreună cu cei bălfafi» 
începînd cu unu și crescînd succesiv cu cîte unu, ei formează figura unui triunghi» 
fără să fie printre ei tauri de altă culoare și fără să se observe lipsa acestora. 


Dacă vei afla şi vei putea arăta care sînt aceste numere, atunci înaintează 
glorios si triumfător, prietene, convins fiind că eşti un om desăvirșit în această 
știință“. 

(Descoperită în 1773 de către Lessing într-un manuscris grecesc necer- 
celat pînă atunci). 

Răspunsul indicat în manuscris era următorul: 

„Fie A numărul taurilor albi si a numărul vacilor albe; 

N numărul taurilor negri şi n numărul vacilor negre; 

R , » Toi  ,r » » TO$ii ; 

B " »  büdljafi „ b m ». bălțate; 


A—829318560— = N--R 
A-ra-— 1405 827 360 
a—576508800— L(N-n) 


N—596841120 = B+R 
М+п=988 300 800 
n=391 459680 => (B+b) 


В=588644800 = А+Е 
B+ b= 869 910 400 
b— 281265600 — 7 (R-Er) 


R=331950 960 


i R+r=76708800 
г= 435187040 = C. (А-а) 


În total= 4031126560" 


Rezolvarea modernă (vezi Probleme celebre de Florica T. Câmpan): 
a) Cu notaţiile de mai sus, traduse în limbaj algebric și în ordinea 
indicată de text, cele 9 condiţii impuse de problemă sînt: 


N=(2-+ DLE 
в= (aria 
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| ol] oje aj 


6 
A--N să fie un pătrat 
R+B să fie un număr triunghiular. 


Problema are 8 necunoscute care sînt legate în prima parte a acesteia 
prin 7 condiţii la care se adaugă, în partea a doua, încă două condiţii. 
Deci avem de rezolvat un sistem de ecuaţii nedeterminate. 
Rezolvăm mai întîi sistemul format de primele trei ecuaţii. Eliminăm 
pe N si B: 
6A—5N +6R 
20N= 9B 4-20R 
42B— 13A 442R 


24A —9B --44R 
42B —13A --42R 


: |+-24А—эв +44В 


| | | + +297 A=742R 


743 
A= — R 
297 


Introducînd A în primele 2 ecuații se obține: 


178 B= 1580 


N= — R; R. 
99 891 


Rezolvăm acum sistemul format cu celelalte 4 ecuații: 
7 
= —(N 
a iat +n) |4 800 
9 
= —(B 2 800 
n= Bth) 


11 
aa 1 
Ь= (Вт) |1260 


= (А +a) 462 


4800а +2 800а +1 260b 4-462n— 2800(N +n) +1 260(В +b) + 
+462(R +r) +143(А +a) 
4 657a—2 800N +1 260B +4628 +143A 
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Înlocuind pe N, B şi A cu valorile obţinute anterior rezultă: 


297 —4 657a= 2 402 120R 
_ 2402120 _ 2.3.5.7.23.373 


С 297.4657 32. 11. 4 657 
Apoi din ecuaţiile VII, VI, V obţinem succesiv: 
_ 13.46. 469 


31. 11 . 4 657 
2:.5.7.761 
31.4 657 
_ 2:17-15 991 

31.11.4657 


unde R trebuie să fie divizibil cu 3*- 11 · 4 657—4 149 387 
Rezultă R=34 - 11-4 657x, unde т este un număr întreg oarecare. Deci: 


A =2. 3.7. 53. 4 657х=10 366 482х 
N =2: 32. 89 · 4 657х=7 460 514x 

В =2?. 5. 79: 4 657х=7 358 060x 

R =3* 11 + 4 657x=4 149 387x 

a =22:3: 5.7 373х=7 206 360x 

n =2: 32-17: 15 991х=4 893 246x 

b =22.3:. 5- 7- 11: 761x —3 515 820x 
г —3?-13- 46469x— 5 439 213x 


Dacă în aceste ecuaţii luăm pentru z valoarea 80, se obţin rezultatele 
indicate ca răspuns în manuscris. 
b) Pentru ca A+N să fie un pătrat, trebuie să avem: 


А --N—Z?, deci: 
Z2=—2- 3 - 4 657х(7 : 534-3 - 89) 
2:—2?-3- 11: 29: 4657x2 X —3-: 11: 29. 4657 1% 


b= 


Pentru ca R +В să fie număr triunghiular trebuie să avem: 
R +B= ет —4 6572- 3- 11-29 t* (2°. 5-79-Е3*- 11) 
R+B= МЭ —3.7.11.29. 353 - 4 6572. t? 


Notez: 2(п +1)= О 
2-4 657 t=V 
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Inmultind cu 8 avem: 
4An(n+l)=2n(2n +2) = (n—1)(n 4-1) 2 n?—1—2: 3-7: 11: 29. 353? 
Făcind produsul putem scrie ultima ecuaţie sub forma: 


u?— ] +4 729 494 v?, deci o ecuaţie de forma: су? +1 =u? cunoscută în 
matematici sub numele de ecuaţia lui Pell (John Pellius, începutul sec. al 
XVII-lea). 

Rezolvind această ecuaţie in numere întregi, J. Fr. Wurm găseşte că 
numărul total de cornute este de 5916837175686. Faţă de suprafaţa insulei, 
ar reveni un spaţiu de aproximativ 23 m? pentru fiecare vită. 

3. La francezi, matematicianul Fermat (1601 — 1665) a enunțat о altă 
problemă, care a devenit celebră, nefiind complet rezolvată nici astăzi: 

„Să se demonstreze că, pentru n> 2, ecuația х" --y^— 2" nu se poate rezolva 
în numere întregi“. 

Această problemă, cunoscută si sub numele de „marea teoremă“ a lui 
Fermat se mai poate enunta astfel: „Suma a douci numere întregi ridicată la 
aceeași pulere nu poate fi egală cu un al treilea număr întreg ridicat și el la aceeaşi 
putere“. Excepţie face numai puterea a doua pentru care acest fapt este posibil. 

Pentru rezolvarea acestei probleme s-a oferit enorma sumă de 100 000 
mărci germane. 

Cu toate eforturile unora din cei mai mari matematicieni, această teoremă 
nu a putut fi demonstrată, dar nici infirmată prin găsirea unui exemplu care 
s-o contrazică. 

S-a putut demonstra teorema pentru diferite cazuri particulare: pentru 
n=3 (Legendre), pentru n—4 şi n—7 (Euler) etc. 

E. Kummer a demonstrat-o pentru un grup destul de mare de puteri 
si, printre altele, pentru toţi exponentii mai mici ca 100, dar nu pentru orice 
valoare a lui n (prim si mai mare decit 2). 

Celebritatea acestei probleme este datorită doar faptului că a rezistat 
pină in prezent tuturor încercărilor. 

Еа prezintă, însă, un deosebit interes istoric. În încercările de a soluţiona 
problema, matematicianul E. E. Kummer a construit o teorie numită a 
„idealelor“, în care el generalizează noţiunea de factor prim si teoria descom- 
punerii în factori primi, teorie fundamentală în algebra modernă. 

4. La englezi, matematicianul E. Waring a enunțat următoarea proble- 
mă, rămasă nerezolvată timp de aproape 150 de ani. 

„Să se demonsireze că orice număr întreg poale [i reprezentat ca v sumă 
de puteri a n—a ale altor numere“. 

Abia în 1907, Hilbert a dat o demonstraţie completă teoremei lui Waring. 
Demonstrația era însă foarte complicată. 

După 10—15 ani Hardy, împreună cu Littlewood, în Anglia si. inde- 
pendent de ei, Vinogradov în U.R.S.S., au dat o demonstraţie analitică mai 
simplă acestei teoreme. 

Vinogradov a reușit cu ajutorul metodei sumelor trigonometrice să 
demonstreze, că orice număr impar mai mare decit un anumit număr poate fi 
scris ca o sumă de cel mult trei numere prime. 
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O demonstraţie elementară a teoremei a fost dată în 1942 de către mate- 
maticianul sovietic Linnik. 

5. O frumoasă problemă aditivă din teoria numerelor (probleme în care 
numerele naturale sînt reprezentate ca sume de numere prime sau de un anumit 
tip), nerezolvată încă pînă în zilele noastre, o constituie problema lui Goldbach, 
formulată în anul 1742. 

În problemă se afirmă că: „Orice număr par, 2n, poate fi reprezentat ca o 
sumă de două numere prime impare“. 

Unele rezultate obţinute de Snirelman si I. M. Vinogradov ne apropie de 
rezolvarea problemei lui Goldbach. 

6. Teorema lui Van der Waerden a progresiilor aritmetice. 

În cadrul şcolii matematice de la Göttingen a fost făcută ipoteza că dacă 
mulțimea numerelor naturale este împărțită într-un mod oarecare în două 
părți disjuncte, atunci cel puţin una din aceste părţi contine progresii aritme- 
tice de lungime oricît de mare dorim (cu un număr de termeni oricît de mare). 

Problema a fost rezolvată în anul 1928 de Van der Waerden, în condiţii 
mai generale decit cele cerute, саге a demonstrat următoarea teoremă: Fie 
k şi l două numere naturale. Există un număr natural п = n(4,), astfel că pentru 
orice partiție în К clase a oricărui segment de lungime n, cel puţiu una dintre 
clase conţine o progresie aritmetică de lungime l. 

7. La congresul internaţional al matematicienilor din 1900, Hilbert a 
prezentat un referat despre problemele grele nerezolvate la acea dată. Sub 
numărul 7 se găsea problema numerelor transcendente (numere care nu pot fi 
rădăcini ale unei ecuații cu coeficienți întregi). 

Desi s-a demonstrat. că există foarte multe numere transcendente (o 
infinitate mai numeroasă decit a numerelor algebrice) nu se cunoșteau în mod 
concret decit citeva (e, т si altele). 

Hilbert a emis ipoteza că „orice număr de forma a8 , unde a este un număr 
algebric 05 a % 1 si B irațional, este transcendent“. 

Demonstrația a fost pusă la punct în jurul anului 1930, prin contribuţia 
mai multor matematicieni, printre care un rol deosebit l-a avut savantul 
sovietic A. О. Ghelfond. 


4. Probleme criptaritmetice 


— calcule cifrate — 


Sint probleme in care se cere restabilirea calculului prin rationamente 
succesive, bazate pe proprietăţi ale numerelor sau ale operațiilor pe care le 
facem. 

1. Să se găsească cifrele înlocuite prin * în înmulţirea: 


4 
* 


* 
1 

* 3 ж ж 
жж 8 

(Din G.M.F. XII-2) 


2* Sá se reconstituie urmátoarea operafie aritmeticá ,cu cifre sterse": 


З. Să se restabilească înmulţirea: 


ж1 жх 
3*2 
* 3 ж 
3*2ж* 
* 2*5 
*8*30 
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4. Să se restabilească împărţirea următoare, la care nu cunoaștem decit 
a doua cifrà a citului (7)! 


ook ok oko ck oko ck Gk |k k * 
жож ж ox ж7 жж ож 
ж ж ж 
ж ж ж 
жж k 
жж Ж 
жж ж ж 
* ж ж ox 


*2*)**|З25 
x 
* жож TE 
* ko 
* 9) ж ж 

* Dok 

ж Dok 


6. Să se restabilească următoarea împărţire misterioasă: 


"Tu" 
кже * 4 жж 
* * 4 * 

Жжжж * 

ж ж ж ж 
* 4 x 
* * ж * 
* жож ж 


7. După felul cum este scrisă următoarea impárlire, găsiţi ce cifre erau 
în locul fiecărei steluțe: 


k k жж ж kik ж жеж 8 ж 
* * жж 


1 Din Culegerea de probleme de aritmetică a lui Ion Ionescu. 
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8. Să se dezlege următoarele operaţii aritmetice cifrate (rebusuri cu 
numere): 


a) АВСх b) * **x 
BAC +2% 
жж * ж ж * 
* xA жж k ж 
жж ж В ж 8 ж 
ж жж жж ж) *ok 9x90 x 
с) AD I0|LO d) ATOMX 
I O DIO ATOM 
ст | * ж ж k ж 
ОВ k k k k * 
E x k k ж * 
ай * ж ж ж ж 
аа **** АТОМ 
e) k*k 7 ж жжжжжж|жжжж27 ж 
k k ok ж ж ж жж 7 ж ж 
жхжжж7 7 ж 
x k k k k ж ж 
*7жж ж ж 
* 7o oko ox 
k k k k ж GER ж* 
x k kk 7 жж 
k k k k k k 
* k k ж k * 


(B. A. Kordemski, Matematica distractivă) 


Probleme cu lege de compoziție 


Sint probleme care se rezolvă, tinind seama de legea de compoziție dată. 

Spunem că pe o mulțime E există o lege de compoziție (operație) dacă 
la fiecare pereche ordonată (a,b) de elemente din E, distincte sau nu, putem 
face să corespundă în mod unic, un element C din E. În forma cea mai generală, 
avem: c= a*b, unde c este compusul lui a si b, iar * este un semn conventional, 
care indică existenţa unei legi de compoziţie. 

1. Definim operaţia * astfel: 


arb=a—b+— (b 0) 


1 Notă: la cifre diferite, corespund litere diferite. 


69 


Notăm cu x, soluţia ecuaţiei х*а=0 si cu x, soluţia ecuaţiei x«a— 1. 
Să se arate cá x,*x,—0 
Liviu Pirsan 


Solutie. 
X uig х 
хжа= х —а + —: Репігиа айа pe х, avem хжа=0, adică x—a4- — = 0 
а а 
а+1 Я "a 
sau hi ac deci x, = — 
a а+1 
3 х 
Pentru a afla pe х, avem: хжа=1, adică х—а + — = 1, de unde х„=а. 
а 


2 3 E ad cou, 

Avem: х,*х„= са. жа 2925 аы а аата 

а+1 а+1 а+1 а+1 

deci x,*x,—0 

2, Se consideră in mulţimea R a numerelor reale, următoarea lege de 
compozitie: 

a*b—e** 5, atR, be В. 

а) Să se arate că oricare аг fi numerele reale a si c (a < с) există totdeauna 

cel puţin un număr real b (a<b<c) astfel încît 


(a*b'*c— a—(b'*c), unde b'=—b 


De asemenea sá se verifice cà: 

(a*b)*a— a*(b*a) oricare ar fi numerele reale a si b. 
b) Să se rezolve ecuaţia x*3*x= e7? 

Rezolvure. 


a) Fie două numere reale a si c, a<c. Să căulăm nurnere reale x pentru 
care: (а*х)*с= аж(хжс). 


а 
е — 


er 
(1) 
a—c 
Dar în baza teoremei lui Lagrange rezultă că există cel puţin un punct 
b, a<b<c, astfel încît 


Aceasta implică: е***-„с= а-Ее**°, ceea ce este echivalent cu e= 


a с 
2 b 
e е = е 
а—с 
À ДЕ Я Е b ES 
În baza acestei relaţii, (1) devine е "—e', adică x= — b= b' ceea се 


demonstrează afirmaţia făcută. 

Relaţia (a*b)*a— a*(b*a) se reduce, în acest caz, la e*tP-ra=a-ebt?, 
ceea ce reprezintă o identitate. 

b) În baza celor arătate la punctul a), avem: 

(хж3)жх = x*(3*x) oricare ar fi numărul real x, ceea ce permite scrierea 
în forma x*3*x 


х+еЗ+х 34x __ 


Ecuația x*3*x= e”? este echivalentă cu e =е-°? sau e — x— 2, 
care admite soluţia unică х= — 3. 


(G.M., II — 1966) 
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З. Considerăm operaţia * astfel definită: 


m 


m*n— +n,  (nzm) 


n-m 
Să se rezolve sistemul: 
(X +by)*a=0 


(ax— y)*b—0 
(G.M., VI — 1964) 


5. Erori si paradoxuri matematice 


Eroarea şi paradoxul constituie cele două fete ale absurdului in mate- 
matică. 

Eroarea matematică constă, prin definiţie, în contrazicerea unui rezultat 
corect, presupus cunoscut. 

Paradoxul rezultă dintr-un raționament matematic, aparent corect, 
care duce la o concluzie logică, contrară opiniei curente (para — contra şi 
doza — opinie). 

Paradoxurile sau antinomiile sint construcţii logice, în aparenţă ire- 
prosabile, dar care duc la rezultate absurde. 


Pentru eludarea acestor contradicții, logicianul englez Bertrand Russell 
introduce teoria tipurilor logice, teorie care derivà din principiul cercului 
vicios. Russell stabilește o ierarhie logică a conceptelor, adică: indivizii, obiecte 
logice de tipul tj; proprietăţile indivizilor, concepte de tipul t,, t. etc. Teoria 
tipurilor stabileşte că nu se poate aplica un concept de tipul n, decît unui 
concept de tipul n— 1. Cu aceste restricţii soluţia paradoxurilor constă, în 
fond, în reducerea acestora la probleme inexistente care nu se pun pentru 
că, punindu-le, se anulează înseși definițiile care urmau să le servească drept 
fundament. 


a. Erori matematice 


Întilnim aci probleme rezolvate corect din punct de vedere formal, 
dar greşite din punctul de vedere al rezultatului (concluziilor) obținute. Multe 
din aceste greşeli sînt axate pe simplificarea prin zero; altele au la bază premise 
false bine mascate. Descoperirea lor implică o аѕси(іге a rationamentului, 
dezvoltă spiritul de observaţie şi deprinderea de a gindi, contribuind, astfel, 
la aprofundarea cunoștințelor de matematică. 


1. Plecind de la inegalitatea indiscutabilă 
4—10=9—15 
se demonstrează că 2=3. 
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Într-adevăr, adáugind la ambii membri 6 avem: 
4—10461— 9-154601. 
4 4 


Apoi scriem fiecare termen sub altă formă: 


2_9.9. 5 а (5P_32__9.3..5u[5Y 
229.2 2 +(5) 3 2.3- 2+(2) 


b-i m zii 


În ce constă greşeala? 
2. Să se demonstreze că 7=5 
Considerăm identitatea: 


72—52=2+7:6—2:5:6 
Trecind pe 5? în membrul al doilea si pe 2:7 · 6 în primul avem: 7?— 
—2:7:6=—52—2- 5-6. 
Adunind la ambii membri ai identităţii ре 62, obţinem o egalitate între 
două pătrate perfecte: 
72— 2. 7: 6+62=—52—2- 5. 6+6? 
Restringem pátratele şi obţinem: 
(7— 6)2= (5—6)?, de unde rezultă: 
7—6=5—6 sau 7=5 


Cum se explică acest rezultat paradoxal? 
3. Orice cantitate este egală cu jumătatea ei. 
„Demonstraţie“. Fie a si b două cantităţi egale: а= b. Să înmulțim ambii 


termeni ai egalităţii cu a; —a?— ab. 
Să micşorăm acum cu b? amindoi membrii ai egalităţii. Diferenţele 


obţinute vor fi si ele egale: a?— b?— ab— b?. 
Descompunind in factori, expresia devine: 


(a 4-b)(a— b)— b(a— b) 
Simplificăm cu a— b si obţinem egalitatea: a--b—b; dar b=a, deci 
putem scrie: a+a=a sau 2a=a; а=-—. 


Unde este greseala? 
4. Sá se descopere greşeala in „demonstraţia“: 2: 2=5 (?!) 
Considerăm egalitatea: 16 —36— 25— 45. 


Adăugăm in ambele părți ale egalităţii 20- și obținem: 


16 — 36 +20 = =25—45+ 20 : de unde: 
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ө үг 2 9 
5ай: 1-3) =(5- >) ELITS 2 
2 2 2 2 


Deci 4=5 sau 2: 2—5 (?!) 


5. O fraclie supraunitară este egală cu unilalea. 

Considerăm ecuaţia: 

3x—b _ 3a—4b 

3x— 5b За —8b 
între două fracții supraunitare, deoarece: 


in care bÆ0 si care se prezintă sub forma de egalitate 


3x—b>3x—5b si За—4Ь >> За— 8 


Scriem că într-un sir de fracţii egale, diferenţa numărătorilor formează 
o fractie egală cu cele date, deci: 


3x —3a +3b 3x—b А 3x—b 
TIL (0) si 1= 
3x —3a +3b 3x—5b 3x —5b 


Deci o fracţie supraunitará este egală cu unitatea. Egalitatea (1) este 
însă numai aparentă, deoarece rezolvind ecuaţia dată găsim: x—a-— b şi, 
А А NE : А За — За +3b 0 
înlocuind valoarea lui x în expresia (1), obţinem: —————— = — 

Зх — За +3b 0 
adicá o nedeterminare si nu egalitate cu 1. 

6. Ne propunem să arătăm cá 4 1еі=40 000 bani. 

Ridicám la pătrat egalitatea evidentă: 2 lei-- 200 bani si obţinem 4 lei= 
==40 000 bani (?!) 

7. Toate numerele sint egale. 

Fie a şi b două numere oarecare a căror diferenţă este c, astfel că vom 
avea: a—b—c 

Înmulţind ambii membri ai egalităţii cu (a— b) vom avea: 


(a—b)?=c(a—b) sau: 
а?— 2аЬ +b?= ac— bc 


de unde: a(a—b—c)—b(a—b— с) (1) si десі: a=b 

Cum am luat pe a si b numere oarecare, se poate afirma cá toate numerele 
sint egale ... dacă nu observăm cá avind a—b=c, atunci a—b—c=0 si 
deci nu putem simplifica egalitatea (1) cu acest factor. 

8. Farsa logaritmică 

Pornind de la inegalitatea evidentă 


1 1 
— > —, 
4 8 


cu ajutorul logaritmilor vom demonstra cá 2 > 3. 
Facem următoarele transformări algebrice: 


EC): nee 
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După simplificarea cu (5) avem: 2>3. 


Care este greșeala in această demonstraţie? 

9. Cum se poate arăta că un număr negativ este mai mare decit un 
număr pozitiv. 

Considerăm două numere pozitive a si b. 


Rapoartele B si Z vor fi evident egale: a 5 
—b b —b b 


Dacă într-o proporţie numárátorul primului raport este mai mare са 
numitorul, atunci si numárátorul celui de-al doilea raport va fi mai mare ca 
numitorul sáu. Deci dacă а> —b, avem şi —a- b. 


În ce constă graşeala care conduce la acest paradox? 

10. O parte a unui segment de dreaplă este egală cu segmentul întreg. 

Să luăm un triunghi oarecare ABC (fig. 16) la care unghiul din A să 
fie mai mare decit celelalte două: 

Ducem din A o dreaptă AD care împreună cu AB să formeze un unghi 
egal cu unghiul C. Tot din A coborim perpendiculara АЕ pe BC. Triunghiul 
ABC si ABD, avînd unghiurile egale, sint asemenea. 

Se stie că suprafețele poligoanelor sint proporţionale cu pătratele latu- 
rilor lor omologe, deci în cazul triunghiurilor amintite, 

aria ABC AC: 
e E us 
aria ABD AD’ 
Deoarece triunghiurile au aceeaşi înălțime, ariile vor fi proporţionale cu 


aria ABC. BC 


bazele lor, = 5 
aria ABD BD 


Din aceste două egalitàáti rezultă: 


AC? BC AC? AD: 
—— = —— sau —=— (1) 
AD? BD BC BD 
A 
B 
О Е C 
Fig. 16. 


Dar, conform teoremei lui Pitagora generalizată, 
AC?— АВ? -BC* — 2BC · BE şi 
AD?— AB? -BD—2BD · BE 
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Înlocuind aceste valori in egalitatea (1), obținem succesiv: 


AB'+BC'—2BC.BE _ AB'+BD'—2BD.BE 


BC BD 
АВ? AB? 
AB? | Bc 2BE— AB | Вр 2BE 
BC + BD T 
AB. dps АВ' BO: de unde 
BC BD 


AB'—BD.BC _ AB'—BD.BC 


BC BD 
(АВ BD - BC)BD=(AB*—BD.: BC): ВС (2) 


Simplificind ambele părți prin (AB?— BD · BC). rămîne BD= BC, adică 
o parte din segmentul BC este egală cu întregul segment. 

Cum se explicá acest rezultat? 

11. Suprafața unui trapez este egală cu zero. 

Considerăm trapezul ABCD (fig. 17) cu baza mare a şi baza mică b. 
Prelungim baza mică ріпа în punctul N, astfel ca BN— a, iar baza mare pînă 
in M, astfel ca DM- b. 

Ducem diagonalele AC si BD ale trapezului care se taie in O si unim 
apoi M cu N. 

Dreapta MN taie diagonala BD in E. Însemnăm segmentele BO, OEsi ED 
determinate pe diagonala BD, respectiv cu x, y, z. 

Triunghiurile AOB si COD sint asemenea, deoarece au unghiurile din 
O egale ca opuse la virf, iar unghiul BAO egal cu unghiul DCO (alterne interne). 


А x > z К : E х b 
Din acestă asemănare rezultă proportionalitatea laturilor: —— = — ; de aseme- 
y+z а 


nea din triunghiurile EMD si EBN putem scrie: ы 2 


x+y a 
A b 8 
e: s rr d 
Vue E. 
^ ES Т 
2 ^ 
^ 
4 ^ 
T^ ze , 7 
м a calit RE LR 
D c 
Fig. 17. 
Comparind cele două proporţii, rezultă: 
SE: i ERE A de und ИЛЕ. o aa a ИУ. XA 
ytz x+y у+2—(х+у) y+z a?’ 2-х a 
Dar*—* = — 1; deci > ——1 sau a=—b 


z—x a 
(adică bazele unui trapez sînt egale si de semn contrar). 
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Rezultă S— =з. h=0.h=0 
1 


Cum s-a ajuns la acest rezultat absurd? 

Notă: O problemă asemănătoare a fost dată la concursul de matematică 
din Torino (Italia) în anul 1966; vezi G.M,. XII-1967. 

12. Razele a două cercuri concentrice sint egale. 

Luăm două cercuri concentrice, cu centrul în O, cu razele r și R, legate 
rigid intre ele (fig. 18). 

Ducem tangentele paralele t şi T la cele două cercuri. 

Im primăm cercului mic o mişcare de rostogolire pe tangenta sa în sensul 
arătat de săgeată. 

Atunci cînd cercul mic se rotește de un sfert de cerc (90°), dat fiind 
legătura rigidă dintre ele, cercul cel mare se rotește si el tot de un sfert de cerc 
în același sens. 

În momentul pornirii, ambele cercuri vor avea punctele lor de contact 
A și В cu tangentele lor, aşezate în linie dreaptă cu centrul comun О. Punctele 
A, şi B, situate la un sfert de cerc faţă de A si B, vor fi tot în linie dreaptă cu 
centrul comun О. După o rotire de 90°, centrul comun О va veni in O;, iar 
punctele A, si B, vor veni respectiv în A, si B, și, bineînţeles, tot în linie 
dreaptă cu noua poziţie O, a centrului comun. 

Cum dreapta O;,A,B, este noua poziţie a razelor duse la punctul de 
contact cu tangentele t si T, urmează că А,В, este paralel cu AB si deci figura 
ABB;AB, este un dreptunghi; în consecinţă: 


АА,= ВВ, 


Fig. 18. 


Pe de altá parte AA,— 29 E iar 


тг TR fn " 
de unde — = — sau г= В, adică cercurile au raze egale. 
2 2 
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Acest paradox este cunoscut sub numele de paradozul lui Aristotel, dar 
nu se știe dacă acesta a dat și demonstraţia din care să rezulte de unde provine 
absurditatea acestor concluzii. 

Galileo Galilei este considerat ca primul matematician care a explicat 
de unde rezultă absurditatea concluziilor de mai sus. El a arătat că atunci 
cînd cercul mic se rostogolește, și cercul mare are o mişcare de rostogolire, 
dar, totodată, el alunecă în sens invers, astfel că lungimea BB, nu reprezintă 
adevăratul drum parcurs de ultimul cerc. 

Drumul cercului mare se compune din BB, parcurs prin rostogolire, 
dar și din o mulțime foarte mare de alunecări mici pe tangentă în sensul invers 
mișcării. i 

13. Diametrul unui cerc este egal cu circumferința lui. 

Fie cercul din fig. 19 al cărui diametru este egal cu D. Circumferinfa 
lui va fi egală cu zD. 

Pe razele OA si OB, ca diametri, construim alte două cercuri ale căror 


: Д 23D s D Pus 5 : 
circumferinte vor fi z gi iar suma lor 27: 5 —nD, adică egală cu lungimea 


cercului dat. | 
Descriind acum patru cercuri ре razele celor douà cercuri construite 


anterior, diametrii acestor noi cercuri vor Bis iar suma celor patru circum- 


ferinte va fi 4z - 2 ар, adică tot lungimea cercului dat. 


LCN X VNV N, 


Fig. 19. 


Deci, in ori cîte părţi am divide diametrul cercului dat, suma circum- 
ferintelor construite pe toate fractiunile de diametru este egală cu circum- 
Їегїп{а cercului dat. 


Aceste circumferinte, care devin din ce in ce mai mici, se vor reduce la 
limitá la un sir de puncte, care vor coincide cu diametrul AB. 
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În concluzie, rezultă că circumferința unui cerc este egală cu diametrul 
său. 
Cum se explică această concluzie falsă? 


14. Un amator de distracţii matematice, făcînd diferite transformări 
ale expresiilor algebrice, a ajuns la concluzia ciudată că greutatea unui elefant 
este egală cu greutatea unui tintar. El a rationat în felul următor: 


Fie x greutatea elefantului si y, greutatea tintarului. Notăm cu 2v suma 
acestor greutăţi: x 4-y —2v. 
Din această egalitate putem obţine alte două: 
x—2v——y; x-——y--2v 
Sá inmultim aceste două egalitáti termen cu termen: 
x?—2vx 2y?—2vy 
Adunínd la ambii membri ai acestei egalitáti v?, vom obţine: 
x*—2vx J- v? y? —2vy +v? sau (x— v)?2(y—vy 


Extràgind rădăcina pătrată din ambii membri ai ultimei egalitáti vom obţine: 

X—v=y—v sau х=у. | 

Prin urmare, greutatea elefantului (x) este egală cu greutatea fintarului (y). 
Unde s-a gresit in acest sir de rationamente? 


R. Nu s-a ţinut seama că extrágind rădăcina pătrată din ambii membrii 
ai egalităţii: (x— v)?—(y— v)*, sînt posibile două rezultate: x—y=y—v sau 
х—у=у—у. 

În primul caz, x—v>0, iar y —v «0, prin urmare egalitatea x—v=y—v 
nu convine (un număr pozitiv nu poate fi egal cu unul negativ). 

A doua egalitate este echivalentă cu egalitatea de la care s-a plecat. 
Dacă s-ar fi luat această egaliate, s-ar fi evitat greşelile, dar nu s-ar fi obţinut 
un rezultat nou. 


b. Paradoxuri logico-matematice 


1. Paradorul mincinosului. 


Se pare că faimosul paradox al mincinosului a fost enunțat pentru 
prima oará de Eubulide, apartinind scolii din Megara. In formularea lui ini- 
ţială, se punea unui mincinos o simplă întrebare: 

— Minti cînd spui că minţi? — la care mincinosul nu avea decit două 
răspunsuri (tertium non datur) 1) „mint“; 2) „nu mint“. 

Dacă cel care spune că minte, minte, înseamnă că nu e adevăratcăminte, 
deci el nu minte; dacă cel care spune că minte, nu minte, înseamnă că e ade- 
vărat că minte, deci el minte. 

În consecinţă, propoziţia „mint“ nu poate fi declarată nici udevărată, 
nici falsă, pentru că ea ia imediat valoare contrarie. 
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Asupra acestui sofism s-au scris multe cărți. Istoria consemnează faptul 
curios al morţii lui Philetas, provocată de eforturile zadarnice făcute pentru 


rezolvarea acestui paradox. 
Paradoxul mincinosului apare în diverse variante. lată două dintre 


acestea: 

1. «Într-o insulă trăia o rasă de uriași foarte sireli si cruzi. Fiindcă erau 
cruzi, ei omorau pe orice străin care acosta pe insulă; fiindcă erau sire(i, hotăriseră 
să-l pună să-și dea singur sentin(a de moarte. Îi puneau o întrebare si dacă răspun- 
sul era adevărat, îl jertfeau idolului adevărului; dacă răspunsul era fals, îl jertfeau 
idolului minciunii. 

Însă s-a întîmplat ca odată, uriasii să-i pună unui strdin mai siret decit ei 
întrebarea: „Care îţi va fi moartea?“ 

Străinul a răspuns: „O să mă jertfiți idolului minciunii“. 

Ризі în încurcătură, uriașii au început să discute. Dacă acest от a spus 
adevărul, trebuie să fie jertfit idolului adevărului, dar în acest caz, afirmația sa 
este o minciună; dacă acest om a spus o minciună, trebuie jertfit idolului minciunii, 
dar atunci а spus adevărul». 

Propoziția străinului nu poate fi declarată nici adevărată nici falsă, 
pentru că, în orice caz, ea duce la o contradicţie. 

2. Un filozof este condamnat la moarte de către un calif. Acesta face o 
excepţie de la regulă si acordă filozofului privilegiul de a-și alege el însuși felul 
execuției. 

„Dacă îmi vei spune un adevăr, spune califul, vei fi ucis cu sabia; dacă vei 
spune o minciună, vei fi ucis prin ștreang“. 

Se lasă filozofului cîtva timp de meditaţie, după care el spune califului 
propoziția următoare: 

„Voi fi ucis prin streang". 

Iată acum gravitatea problemei: dacă această propoziţie este adevărată, 
atunci filozoful trebuie să fie ucis cu sabia si deci propoziţia e falsă; dacă 
această propoziţie este falsă filozoful trebuie ucis prin ştreang, dar atunci ea 
e adevărată. 

În ce constă cercul vicios care face problema insolubilă? 

Condiţiile puse de calif sînt: filozoful va spune o propoziție care, prin 
adevărul sau falsitatea sa, va determina modul execuţiei sale. 

Filozoful enunţă o propoziţie al cărei adevăr sau falsitate depinde de 
modul execuţiei sale. 

Condiţiile au fost schimbate. Califul spune: 

1. Modalitatea execuţiei tale depinde de adevărul sau falsitatea ргоро- 
zitiei ce o vei spune. 

Filozoful ripostează prin propoziţia sa: 

2. Adevărul sau falsitatea propoziției mele depinde de modalitatea 
execuţiei mele. 

Cu alte cuvinte, califul stabilise un antecedent logic care determină 
consecinţele sale, în timp ce filozoful schimbă problema, prin enunţul însuşi al 
răspunsului său, luînd ca antecedent tocmai ceea ce enunţul problemei decla- 
rase drept consecvent. Criteriile 1) şi 2) sînt confundate într-unul singur, dar 
ele funcționează simultan, de unde cercul vicios. 
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ә. Pseudoparadoxul bárbierului. 


„Bărbierul satului este definit ca acela care rade pe tofl се! care nu se rad 


singuri. Cine rade pe bárbierul satului?“ 
Dacă trebuie să se radă singur, atunci nu poate să se radă pentru cà el 


nu rade decit pe cei care nu se rad singuri; dacă nu se rade singur, atunci 
conform definiţiei, trebuie să se radă singur. 


(Din Soluţia paradozelor logico-matematice de Anton Dumitriu.) 


6. Un concurs antrenant 


Probleme date la al 14-lea concurs anual de matematică, 
S.U.A. — 1963 


La fiecare chestiune sint date citeva ráspunsuri, dintre care trebuie 
ales cel corect. Pentru ráspunsurile gresite se scade 25%, din punctajul afectat. 
Durata de lucru 80 minute pentru 40 probleme. 

Partea íntiia. (3 puncte fiecare problemă) 


а z х А . o х 
1. Care punct din cele ce urmează nu se află pe graficul funcţiei y = copa 
-L 


(A) (0, 0); (B) (7i) (C) i (D) (1, —1); (E—2, 2). 


2 
2. Fie n—(x—y)*-*. Să se afle n, cînd x=2 şi у= — 2. 
(А) — 14; (BY; (C)!; (0)18; (E)256. 


3. Pentru се valoare (sau valori) ale lui k perechea de ecuaţii у= х? 
$i y —3x +k are două soluţii identice? 


(А); )—5; (OX; (D)- 7; (E)T sau — 2 
4. Dacă inversul lui x 4-1 este х— 1, atunci x are valoarea: 
(А)0; (B); (O)—1; (0) +1 sau — 1; (E) nici una dintre acestea. 
5. Dacă x si log,,2 sint numere reale si logs,.2—0, atunci 
(A)x<0; (B).—1«x«1; (С)0<х<1; (D) -1«x«0; (Е)0<х<1. 


6. Triunghiul ABD este dreptunghic în B. Pe AD există un punct C 
pentru care AC=CD $ АВ=ВС. Mărimea unghiului DAB, în grade este: 


(А)67, 12; (B)60; (С)45; (D)30; (E)22 7- 


82 


7. Sint date patru ecuaţii: (1) 3y—2x—12; (2) — 2x — 3y = 10; 
(3) Зу —2x—12; (4) 2y +3x=10. Perechea reprezentind drepte perpendicu- 
lare este: 


(А)(1) si (4); (B)(1) si (3); (C)(1) si (2); (0)(2) si (4); (E)2) si (3). 


8. Cel mai mic întreg pozitiv x, pentru care 1260x — N?, unde N este 
un intreg, este: 


(А)1 050; (B)1 200; (C)1 2605; (D)7 350; (E44 100. 


1 
1 —— 
9. În dezolvarca binomului (2-32) » coeficientul lui a 2 este: 


Va 
(А)—7; (В)7; (0)—13; (D)21; (E)35. 
10. Punctul P este luat în interiorul unui pătrat de latură a, astfel că 


este egal depărtat de două virfuri consecutive si de latura opusă acestor două 
virfuri. Dacă d reprezintă distanța comună, atunci d are valoarea: 


3a 5a 3a а 
(TG OX (р) £X? ; (Е): 


11. Media aritmetică a 50 de numere este 38. Dacă două numere dintre 
acestea, anume 45 si 55 ,sint înlăturate, media aritmetică a numerelor rămase 
este: 


(A)38,5; (B)37,5; (C)37; (D)36,5; (E)36. 


12. Trei virfuri ale paralelogramului PQRS sint P(—3, —2); Q(1, —5); 
R(9.1), cu P si R diagonal opuse. Suma coordonatelor virfului S este: (A)13; 
(В)12; (C)11; (D)10; (E)9. 

13. Dacă 2° +25 —3c--3d, numărul întregilor a, b, c, d care pot fi 
negativi este: (AX; (B)3; (C)2; (D)1; (Е)0. 

14. Se dau ecuaţiile x?--kx J-6—0 si x?—kx 4-6—0. Dacă atunci cînd 
rădăcinile ecuațiilor sint convenabil scrise, fiecare rădăcină a primei ecuaţii 
este cu 5 mai mică decît rădăcina corespunzătoare a celei de-a doua ecuații, 
atunci К are valoarea: (A)5; (B)—5; (C)7; (D)—7; (E) nici una dintre aceste 
valori. 

15. Într-un triunghi echilateral este înscris un cerc, liar în cerc este 
înscris un pătrat. Raportul dintre aria triunghiului si aria pătratului este: 


(А) V3:1; (В) V3: Vă (с) 3V3: 2; (D) 3: 2; (E) з: 2V2. 


16. Trei numere а, b, c, nenule, formeazá o progresie aritmeticá. Márind 
pe а cu 1 sau mărind pe c cu 2 rezultă o progresie geometrică. Atunci b are 
valoarea: 


(A) 16; (B) 14; (C) 12; (D) 10; (E) 8. 
17. Expresia 


a V 
1+ у A- у 
y a 
a-y —у 
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a real, a diferit de 0, are valoarea —1 pentru: 


(A) toate valorile reale ale lui y, exceptind două; 
(B) toate valorile reale ale lui y; 

(C) nici o valoare realá a lui y; 

(D) numai două valori reale ale lui y; 

(E) numai o singură valoare reală a lui y. 


18. Într-un cerc coarda EF este mediatoarea corzii BC, intersectind-o pe 
aceasta în M. Între B şi M se ia punctul U, iar prelungirea lui EU taie cercul 
în A. Atunci, pentru orice alegere a lui U, triunghiul EUM este asemenea cu 
triunghiul: 


(A) EFA; (B) EFC; (С) ABM; (D) ABU; (E) ЕМС. 


19. Numărînd n bile colorate, roşii și negre, s-a observat că 49 din primele 
50 numărate erau roșii. Apoi, din fiecare 8 bile, 7 erau roşii. Dacă, în total, 
90% sau mai mult din bile erau roșii, valoarea maximă a lui n este: 


(A) 225; (B) 210; (C) 200; (D) 180; (E) 173. 


20. Doi oameni, în punctele R si S, la distanţa de 76 mile, pornesc 
simultan: unul către altul. Omul din R merge uniform cu 4,5 mile pe oră; 
omul din S merge cu viteza constantă de 3,25 mile pe oră în prima oră, cu 
3,75 mile pe oră în ora a doua ş.a.m.d. în progresie aritmetică. 

Oamenii se întîlnesc cu x mile mai aproape de R decît de S, unde r este: 
(А) 10; (B) 8; (C) 6; (D) 4; (E) 2;. 

Partea a doua (4 puncte pentru fiecare problemi). 

21. Expresia x*—y?— z? +2yz +x ру —z are: 

(A) nici un factor liniar cu exponenti si coeficienți întregi; (B) factorul — x + 
+y +2; (С) factorul x —y—z +1; (D) factorul x 4-y —z 4-1; (E) factorul x — 
—y-z-H. 

22. Triunghiul ascutitunghic ABC este inscris intr-un cerc cu centrul O 

Ич 


~ 
şi AB=120° si BC=72°. Un punct E este luat pe arcul mic AC, astfel că OE este 
perpendicular pe AC. Atunci raportul valorilor unghiurilor OBE si BAC este: 


wŠ; (BŽ; (OL; (DŽ; (Е). 


23. A dà lui B tot alîția cenți citi are B si lui C tot atitia cenți cíti are С. 
Analog, B dă lui A si C tot atitia centi citi are fiecare dintre ei. Dacă, in final, 
fiecare are 16 centi, cu citi cenți a pornit A? 

(A) 24; (B) 26; (C) 28; (D) 30; (E) 32. 

24. Se consideră ecuaţiile de forma x? --bx 4-с= 0. Cite asemenea ecuaţii 

au rădăcini reale si au coeficienţii b si c apartinind mulțimii (1, 2, 3, 4, 5, 6)? 
(A) 20; (B) 19; (C) 18; (D) 17; (E) 16. 
25. Punctul Е este luat pe latura AD a pătratului ABCD. О perpendicu- 


lará in C pe CF intilneste prelungirea laturii AB in E. Aria lui ABCD este de 
256, iar aria triunghiului CEF este 200. Atunci BE are valoarea: 


(A) 12; (B) 14; (C) 15; (D) 16; (E) 20. 
84 


26. Se consideră afirmaţiile: (1) p si r sint adevărate iar q este fals; 
(2) r este adevárat si p si q sint false; (3) q si r sint false iar p este adevárat; 
(4) q si r sint adevărate iar p este fals. Cite dintre acestea implică adevărul 
afirmației: „г este implicat de afirmaţia că p implică pe q“? 


(А) 0; (B) 1; (C) 2; (D) 3 (E) 4. 


27. Şase linii dreple sint duse într-un plan, astfel oricare două nu sint 
paralele şi nici oricare trei concurente. Numărul regiunilor în care aceste 
drepte împart planul este: 


(А)16; (B)20; (C)22; (D)24; (E)26. 
28. Se dă ecuaţia 3х — 4х +k cu rădăcinile reale. 
Valoarea lui k pentru care produsul rădăcinilor ecuaţiei este maxim, 
16 16 4 4 —4 
9 i: 2; (В); (O—;(D)—; E. 
va fii (A); (B); (04; (0); (E) = 
29. O particulă proiectată pe verticală atinge, după t secunde, o înălțime 
de S metri, unde S—160 1—16 t€. Înălţimea maximă este (A)800; (B)640; 


(C)400; (D)320; (E)160. 


30. Fie F—1og 1 


3x + 


А : FUND ES LS А T 
+ Se inlocuieste x in F prin si se simplificá. 
1—x 1+3х° 


Expresia simplificată este egală cu: 
(A)—F; (В)Е; (C)3F; (D)F*; (E)I?—T. 

Partea a treia (5 puncte fiecare problemă). 

31. Numărul soluţiilor în întregi pozitivi ale ecuaţiei 2x +3y=763 este: 
(A)255; (B)234; (C)128; (D)127; (E)O. 

32. Dimensiunile unui triunghi dreptunghic R sint a şi b, а< b. Se cere 
să se obțină un triunghi dreptunghic cu dimensiunile (catetelor) z si y, 
х<а, y<a, astfel încît perimetrul să fie o treime din acela al lui R si aria о 


treime din aceea a lui R. Numărul unor asemenea triunghiuri dreptunghice 
(diferite) este: (A)0; (B)1; (C)2; (D); (E) o infinitate. 


33. Se dă dreapta у= х6 si o dreaptă L paralelă cu сеа dată si 


situată la 4 unităţi de aceasta. O ecuaţie posibilă a dreptei L este: 

3 3 3 2 3 3 
A) у= >х +l; (B) y 2— x; (С)у=—х——;(О)у=-—х—1; (E) y 2—: А 
(А) у= zx ch (B) у=; (С)у=--х—--; (D у=—х— (E) у=—х+2 


34. În triunghiul ABC, latura а= ҮЗ, latura b— үз şi latura с= 3. 
Fie t cel mai mare număr astfel ca valoarea, in grade, a unghiului opus laturii 
€ să fie mai mare decit т. Atunci z are valoarea: (A)150; (B)120; (C)105; 
(D)90; (E)60. 

35. Laturile unui triunghi sînt întregi, iar aria sa este de asemenea un 
întreg. O latură este 21 iar perimetrul 48. Cea mai mică latură este: (A) 8; 
(B)10; (C)12; (D)14; (E)16. 

36. O persoană are la început 64 de centi si face 6 pariuri, ciştigind de 
3 ori si pierzind de З ori, cistigurile si pierderile avînd loc in ordine întîmplă- 
toare. Sansa pentru cistig este egală cu şansa pentru pierdere. Dacă fiecare pariu 
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se face pentru jumătate din banii care rámin pentru pariul respectiv, atunci 
rezultatul final este: 


(A) o pierdere de 27 centi; 

(B) un cistig de 27 centi; 

(C) o pierdere de 37 centi; 

(D) nici un cîştig si nici o pierdere; 

(E) un cîştig sau o pierdere, depinzind de ordinea în care cistigurile 
si pierderile au loc. 

37. Se dau şapte puncte P,P; ... P, peo distanţă, într-o ordine stabilità 
(nu neapărat la intervale egale unul de altul). Fie P un punct arbitrar ales pe 
dreaptă şi fie S suma lungimilor PP,, РР,, PP,... PP,. Suma S este minimă dacă 
şi numai dacă punctul P este: 
(A) mijlocul distanţei dintre P, si Р,; (B) mijlocul distanţei între Р, şi Pe; 
(C) mijlocul distanţei între Р; şi Р; (D) in P4; (E) in P,. 

38. Punctul F este luat pe prelungirea laturii AD a paralelogramului 
ABCD. BF intersectează diagonala AC in E şi latura DC in С. Dacă EF —32 
si CF—24, atunci BE are valoarea: 


(AM; (B)8; (C)10; (D)12; (E)16. 


39. În triunghiul ABC se duc dreptele CE si AD astfel ca CD/DB=3/1 
şi AE/EB—3/2. Fie r— CP/PE, unde P este intersecția lui CE cu AD. Atunci 
r are valoarea: 


3 5 
(A) 3 (B) 5; (©) 4; (D) 5 (E) 3: 
40. Dacă x este un număr satisfácind ecuaţia: 
V3x 4-9—V/x—9— 3, atunci x* este cuprins intre: 


(А)55 si 65;(B) 65 si 75; (C)75 şi 85; (D)85 si 95 (E)95; si 105. 
(G.M.B., nr. 2/1967) 


7. Probleme recreative 


În această categorie sint incluse probleme, care atrag, în special, prin 
modul de redactare, prin interesul pe care-l stirnesc si prin căile expeditive 
si ingenioase de rezolvare. 

După acest specific, ele capătă variate titluri, in care se pune accentul pe 
o anumită caracteristică. În operele consacrate acestui gen, întîlnim la diferiți 
autori, denumiri ca: probleme de istelime, enigme matematice, şarade şi 
farse matematice, truc matematic, duel aritmetic, problemă-glumă, -fulger, 
ghicitoare, -juridică, rebus cu numere, scamatorie geometrică, probleme dis- 
tractive (care nu necesită calcule deosebite si se pot rezolva ușor în diferite 
împrejurări, în societate), probleme atractive etc. 

Sport al spiritului, ele ascut facultatea de cercetare, de combinare şi 
provoacă o activitate cerebrală agreabilă. 


1. Problemă de agerime. 


Trei filozofi din Grecia antică s-au culcat sub un copac din grădina 
Academiei si au adormit. 

În timp ce dormeau, un glumef îi mînji pe frunte cu cărbune. Сіпа s-au 
trezit şi s-au privit, toti trei s-au veselit si au început să ridă cu poftă. Nici 
unul nu era neliniștit, căci fiecăruia i se părea firesc ca el, împreună cu alt 
înțelept, să ridá de al treilea. 

La un moment dat, unul din ei a încetat să ridă, căci şi-a dat seama că 
şi el este murdar pe frunte. Cum a rafionat el? 


СК ЕЈ 


2. Un melc trebuie să urce o stincă înaltă de 14 metri. Ziua urcă 6 m, 
iar noaptea alunecă în jos 4 m. 
În cîte zile va ajunge deasupra? 


* э э 


3. Un cioban se duce la tirg cu mai multe oi spre a le vinde. El vinde 
succesiv: a treia parte din oi, patru oi, jumátate din ce i-a rámas, o oaie, a 
treia parte din ce i-a mai rămas, cinci oi, şi se întoarce acasă cu 9 oi. 

Cu cite oi venise la tîrg? 
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4. La o serbare vin 20 de tineri, báieti si fete. Unul din báieti a dansat 
cu 5 fete. Un al doilea a dansat cu 6 fete, un al treilea cu 7 si aga mai departe. 
Ultimul din ei a dansat cu toate fetele. Citi băieţi si cite fete au luat parte 


la serbare? 
ее 4 


3. Dacă 3 pisici omoară 3 sobolani în 3 minute, cit timp le-ar trebui la 
100 de pisici са să omoare 100 de şobolani? 


ee +» 


6. La o cramă erau 3 vase: unul de ЗІ, altul de 5 1 si un vas mai mare. 
Cum s-a reușit să se măsoare 4 ] de vin cu ajutorul acestor vase? 


o... 


7. Pentru o carte s-a plătit 1 leu, plus încă o jumătate din costul ei. 
Cit costă cartea? 


e э o 


8. Două femei pe nume M. si E. se duc la tîrg să vîndă ouă. Într-o 
primá zi fiecare desface cite 30 de ouá si anume: M. le dà cu pretul de 2 ouá 
Ја 1 leu,iar E. cu З ouă la 1 leu. А doua zi, avind spre vînzare, iarăşi, fiecare 
din ele cite 30 de ouă se invoiesc să le pună laolaltă si să ceară un acelaşi 
preţ, anume 5 ouă la 2 lei. 

Fácindu-si socoteala, femeile descoperă, apoi, că pe cînd în ziua întîi 
au adunat împreună 25 de lei, în ziua a doua n-au obținut decit 24 de lei, 
cu toate că au vîndut de fiecare dată tot 60 de ouă şi deși nu s-au gîndit să 
ieftinească marfa. 

Cum se explică această contradicţie. 


9. Un călător se aflá la o răscruce si nu stie încotro să se îndrepte, la 
stînga sau la dreapta, pentru a ajunge într-o anumită localitate. 

Din casa de la răscruce iese un om. Călătorul știe că în această casă 
locuiesc doi fraţi, dintre care unul spune numai lucruri adevărate, iar celălalt 
numai lucruri false. Poate oare călătorul să pună omului o singură întrebare 
aşa încît să afle in ce direcţie să pornească? 

Se va justifica răspunsul. 


оо о 
L] 
10. În fata unui tribunal din Evul Mediu se afla un acuzat. Judecătorul 
i-a spus: trebuie să dai o declaraţie. Dacă ea va fi adevărată, vei fi condamnat 
la moarte, iar dacă va fi neadevărată, vei fi de asemenea condamnat la moarte. 
Poate oare acuzatul să se salveze? Se va justifica răspunsul. 


(G.M., 5-1968) 
11. Pe un cîmp, mai multe regimente de cavalerie își aranjează caii in 
11 grupuri, fiecare grup avînd 15 rînduri de cîte 12 cai. 


Fiecare soldat cavalerist primeşte în grijă 6 cai. Alături de aceştia sînt 
cîteva grupuri de infanteriști; în fiecare grup sint 22 rînduri de cîte 15 soldati. 
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Cite grupuri de infanteristi sint, даса numárul picioarelor infanteristilor 
este egal cu numărul picioarelor cavaleriştilor si cailor la un loc? 


оов 


12. Verde Împărat și Roșu Împărat se aflau in crîncen război. Pasă-mi-te 
fiul lui Verde Împărat o iubea pe fata lui Roşu Împărat, ceea ce l-a miniat pe 
tatăl fetei. Într-o aprigă bătălie, fiul lui Verde Împărat căzu prizonier cu alti 
trei oşteni. Atunci Roșu Împărat îi aşază la o másutá de patru locuri si le zise: 

— Încă 10 bile: 3 albe, 3 roșii şi 4 negre. 

Luaţi fiecare pe ascuns cite una; dar mai întîi să te leg pe tine la ochi, 
zise el prințului. 

Zis şi făcut. Fiecare avea cîte o bilă, ba chiar putea să vadă si bilele celor 
doi alăturaţi, însă nu si pe aceea din față. Numai fiul lui Verde Împărat 
nimica nu vedea. 

Acum, continuă Roşu Împărat, să-mi spuneţi fiecare ce fel de bilă are 
cel din fata voastră. Puteţi spune fie că nu știți, fie o culoare, fie două. Dacă 
nu ştiţi, rămîneţi aici prizonieri; dacă spuneţi două culori si una din ele e cea 
adevărată, vă dau libertate. Aceluia, care spune una singură şi aceea e cea 
adevărată, i-o dau pe fiica mea de soţie. Dar dacă culoarea adevărată nu e aceea 
sau una din acele spuse de voi, atunci veţi fi spinzurati. 

Spune tu, se adresă împăratul unuia dintre oșteni! 

— Nu ştiu... 

— Dar voi? şi arătă spre ceilalți. 

— Nici eu nu ştiu, zise al doilea. 

— Nici eu, făcu al treilea. 

— Acum pe tine vreau să te aud, printule. 

— Negru. 

Să se demonstreze că Roşu Împărat i-a dat-o de soţie pe fiica sa fiului 
lui Verde Împărat, ştiind că aceşti împărați isi ţineau cuvîntul. 


T. Zamfirescu (G.M.B., 1968) 


13. Andrei o întrebă pe Mariana cili ani are. 

— Ghiceşte! îi răspunse ea. 

— Bine, dar spune-mi numai cit va rămîne dacă, dintr-un număr de 10 
ori mai mare decit anii tái, vom scădea produsul cu 9 al unui număr cu o 
singură cifră! o rugă Andrei. 

Mariana se conformeazá și-i comunică: 143. 

Andrei separă cifra unităților numărului comunicat (3), o adună cu 
numărul rămas (14) si stabileşte virsta: 11+3=17 ani. 

Trucul a avut un mare efect. 


Dar care este baza lui matematică? 
* 9 9 


14. Un tată se gindeste să depună la C.E.C. pe numele celor trei bàieli ai 
săi o sumă de bani în raportul 7 : 6 : 5, corespunzător virstei lor. În urmă îşi 
schimbă părerea si depune pentru fiecare cite o sumă in raport cu notele luate 
Ча teza de matematică, 6: 5 : 4. 
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În modul acesta, unul din ei ia mai mult cu 12 lei. 
Ce sumă a depus la C.E.C. si cit s-a înscris pe carnetul fiecărui băiat? 


э ө ө 


15. Un гере, vrind să scape de primul sáu ministru, puse două hirtii 
într-o pălărie. El preveni pe judecătorul care asista la tragerea sortilor, că dacă 
primul ministru va scoate hirtia pe care era scris ,,rámii", i se va îngădui să 
nu părăsească regatul, iar dacă va scoate hirtia pe care era scris „pleacă“, 
va trebui să plece. Ca să fie sigur că va scăpa de dregătorul său, regele scrisese 
pe amindouă hirtiile „pleacă“. 

Dar primul ministru, care era destul de istet, arătă judecătorului una 
din hirtii si judecătorul decise în favoarea lui. 

Cum a zădărnicit primul ministru planul regelui? 


16. O plimbare pe jos. 

— Poftiti miine pe la mine! zise bătrinul doctor unui prieten al său. 

— Vă mulţumesc. Voi pleca de acasă la ora 3. Dacă şi dvs. intenţionaţi 
să faceţi o plimbare, ieşiţi din casă la aceeași oră si ne vom întilni la jumătatea 
drumului. 

— Dv. uitaţi că eu sint om bătrin și nu pot face mai mult de 3 km pe 
oră, în timp ce dv. puteţi parcurge ușor 4 km. Cred că ar fi cazul să mă avan- 
tajati puțin. 

— Aveţi dreptate. Dat fiind că eu fac cu 1 km pe oră mai mult decit 
dv., pentru a nivela condiţiile, vă dau acest kilometru, adică voi ieși din casă 
cu un sfert de oră mai devreme. Vă este suficient? 

— E foarte amabil din partea ах! se grăbi să-i răspundă bătrinul. 

Plimbarea a decurs conform înţelegerii; după ce s-au întîlnit, bátrinul si 
tînărul s-au indreptat impreună spre locuința doctorului. Întorcîndu-se acasă 
tînărul şi-a dat seama că, acordind doctorului sfertul de oră respectiv, el a 
parcurs în total o distanță nu de două ori, сі de patru ori mai mare decît doc- 
torul. 

La ce distanță de casa doctorului se afla locuinţa tinárului? 


s. >> 


17. Şapte jucători s-au invoit ca cel care va pierde partida să plătească 
celorlalți o sumă de bani echivalentă cu cea pe care o posedă persoana respec- 
tivă, cu alte cuvinte să dubleze banii fiecărui partener. 

Au jucat 7 partide. Fiecare a pierdut cite una. După terminarea jocului, 
au socotit citi bani are fiecare. S-a aflat, spre mirarea tuturor, că toti au aceeași 
sumă: 12,80 lei. 

Citi bani poseda fiecare jucător la începutul jocului? 


18. Un jucător pierde, la primul joc, jumătate din suma ce avea plus 1 
leu; la al doilea, jumătate din ce i-a rămas plus 2 lei; iar la al treilea joc, pierde 
jumătate din ce-i mai rămăsese plus 3 lei şi termină banii. 

Citi bani a avut la începutul jocului? 

(R.M.T.) 
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19. Doctorul Watson si musafirul său Holmes stau la o fereastră deschisă. 
Din grădină ajung la urechile lor glasurile vesele ale unui grup mare de copii. 

— Holmes: Spuneţi-mi, vă rog, citi copii aveţi? 

— Watson: Aici sint copiii a patru familii; echipa mea este cea mai 
numeroasă, a fratelui meu mai puţin, a surorii şi mai puţin, iar copiii unchiului 
sint grupul cel mai puţin numeros. 

Ei fac acest tărăboi deoarece nu le ajung pentru două echipe, cite 9 
oameni de fiecare. 

O coincidență amuzantă: dacă se înmulțesc cele patru numere, саге 
exprimă numărul de copii din familiile noastre, vom obţine numărul casei 
noastre, pe care dv. îl cunoaşteţi. 

— Holmes: Eu am învăţat la școală matemalică. Voi încerca să calculez 
numărul de copii din fiecare familie. 

După citeva calcule, Holmes a spus: 

— Pentru rezolvarea problemei se dă prea puţin. Spuneti-mi, và rog, 
unchiul аге un copil sau mai multi? 

Watson a dat răspunsul cerut. 

— Holmes: acum pot să dau răspunsul exact asupra numărului copiilor! 
Si într-adevăr a dat răspunsul corect. 

Care a fost numărul casei si cili copii avea fiecare familie? 


(A. Conan-Doyle, „Aventurile lui Sherlock Holmes“, G.M.F., Nr. 8 — 1961) 


20. Se consideră două sate A și B şi o cale ferată MN. Să se determine 
printr-o construcţie grafică locul gării, care trebuie să fie astfel construită încit 
să fie egal depărtată de cele două sate. 

Ce se întîmplă cînd dreapta AB este perpendiculară pe calea ferată? 


s.o 


21. Trei cutii conțin: una, două bile albe; alta. două bile negre; ullima, 
o bilă albă si una neagră. 

Cutiile erau etichetate potrivit conținutului AA, NN si AN. Cineva 
schimbă, însă, etichetele, astfel că nici una nu se mai potriveşte cu conținutul. 

Cum se poate determina, printr-o singură extracție a unei bile dintr-o 
cutie, fără a privi înăuntru, conținutul exact al fiecărei cutii? 


22. Unui şcolar i se dă un număr de către învățătorul sáu si i se spune 
să-l micșoreze cu 2 şi să împartă restul cu 3. El uită ce i-a spus învățătorul, 
căci scade 3 si imparte cu 2. 

După ce spune rezultatul, învățătorul ii zice: 

„Foarte bine, destul!“ 

Ce număr i se dăduse la început? 


33. Ginditi-và la un număr oarecare, inmultiti-l cu 2, adăugaţi la produs 
30, împărțiți numărul obţinut la 2, scádeti din rezultat numărul la care v-aţi 
gîndit şi veţi obţine rezultatul 15. Explicati de ce rezultatul este totdeauna 15, 
oricare ar fi numărul la care v-aţi gindit! 
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24. Mergind cu viteza de 4 km ре ога, А il ajunge pe B, care merge cu 
viteza de 3 km pe ога. Cind distanta dintre ei era de 0,5 km, o тиса care 
şedea pe pălăria lui A, a zburat spre B, apoi înapoi spre A ş.a.m.d. si a zburat 
asa pînă la întîlnirea lui A cu B. 

Cili km a parcurs musca, dacă viteza ei este de 10 km pe oră? 


Фо + 


25. Întrebată cite mere are într-un cos, o femeie а răspuns: „Nu știu 
cite ат, dar pol să spun că dacă le număr cite 2, cite 3, cite 4, cite 5, cite 
6, imi rámine cite un măr in cos; iar dacă le număr cite 7, nu-mi rămîne пісі 
un тйг“. 

Cite mere avea in cos? 


eet 


26. Pe unul din talerele balanței a fost aşezat un calup de săpun. iar 
pe celălalt taler, 3/4 dintr-un calup identic cu primul şi încă 3/4 kg. Cintarul 
se găseşte în echilibru perfect. 

Cit cîntăreşte calupul? 


27. Jumătate reprezintă o treime dintr-un număr. Care este numărul? 


э өз 


28. Să se găsească un procedeu de a afla un număr la care s-a gindit 
cineva bazat pe identitatea: 
(х 47-2): 8—2x—6—x 


29. Întilnindu-se 16 persoane, și-au dat mina. Cite stringeri de mină 
au avut loc? 


э ө э 


30. Participanţii la o şedinţă şi-au strîns mîinile şi cineva a calculal că, 
în total, au fost 66 de stringeri de mînă. 
Citi oameni au fost la şedinţă? 


22 


оов 


31. Trei copii aveau де împărţit 23 de lei şi primul trebuia să ia 1/2 din 
sumă, al doilea 1/3 şi al treilea 1/8 din sumă. 

Un coleg al lor, care mai avea şi el 1 leu, a reuşit să le facă această îm- 
pártire. 

Citi lei a luat бесаге copil? 


32. Puncte de vedere. 


Șase femei duc la oras 6 coşuri cu ouă, purtind fiecare cite un cos. Pentru 
aceasta le trebuie o oră. În cît timp fac două femei aceeaşi treabă? 


La această problemă, cinci persoane au dat următoarele răspunsuri, 
judecind fiecare în felul său: 
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I. Dacă numărul femeilor este de З ori mai mic, le trebuie de 3 ori mai 
mult timp, десі: 6: 2=3 ore. 


II. Drumul de la sat la oras durează o oră, iar înapoi, altă oră, ceea ce 
face 2 ore. Trei drumuri vor dura 3: 2—6 ore. 
111. Sá facem socoteala amănunţit: 


primul drum cu 2 coșuri, 1 oră; 
drumul înapoi, 1 oră; 

al doilea drum cu 2 coșuri, 1 oră; 
drumul înapoi, 1 oră; 

al treilea drum cu 2 coșuri, 1 oră. 


Rezultă un total de 5 ore. 

IV. Dacă se spune că într-o oră se pot duce ouăle la oraș, înseamnă că 
drumul pînă la oraș durează o jumătate de oră și drumul inapoi, altă jumătate 
de oră. 

Acum socoteala se prezintă astfel: 


primul drum cu 2 coșuri, 1/2 oră; 
drumul înapoi, 1/2 oră; 

al doilea drum, dus-intors, 1 oră; 
al treilea drum dus, 1/2 oră. 


Total pentru 6 coșuri, 2 1/2 ore. 

V. La aceste 2 1/2 ore mai trebuie adăugate 1/2 oră pentru înapoiere, 
deci ies, din nou, 3 ore. 

Nu este exclus să se mai dea și alte răspunsuri. 

Care este răspunsul bun? 


33. Se parcelează un teren situat între o șosea si o cale ferată rectilini 
ce merg paralel. Unui cetăţean i se acordă o parcelă care are formă triun- 
ghiulară. Se fixează două virfuri, A si B, de-a lungul şoselei şi i se lasă liber- 
tatea să aleagă singur al treilea virf al triunghiului. 

Cetăţeanul se gindește să aleagă punctul M astfel încit să cuprindă un 
teren cit mai mare. 


Cum va trebui să procedeze? 


э э 


34. Dintr-o placă de metal hexagonală să se taie un sfert fără să i se 
schimbe forma. 


э э э 


85. Un explorator merge o milă exact spre sud, isi schimbă direcţia si 
merge exact o milă spre est, își schimbă direcţia si merge o milă exact spre nord. 

El reajunge in punctul de unde a pornit. 

Aici împușcă un urs. Ce culoare are ursul? 


оо * 
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36. Problema bisectárii crucii lorene. 


Figura alăturată (20) reprezintă „crucea lorenă“ la care o parte a fost 
haşurată. 


Să se ducă o linie prin punctul A, astfel încît aria părții din stînga 
(haşurată) să fie egală cu aria restului. 
Cit de lung este segmentul BC dacă linia este dusă corect? 


(Martin Gardner, Amuzamente matematice) 


4ст С бст, 
Fig. 20. Fig. 21. 


37. Сһісі{і diagonala! (Problemá-fulger) 
Un dreptunghi este inscris intr-un sfert de cerc (fig. 21). Cunoscind 


distantele indicate, sá se afle rapid lungimea diagonalei. 
ee ә 


38. Să se ducă de la punctele 1, 2, 3, 4, 5 (în ordinea indicată) cite 
о linie la punctele A, B, C, D, E (fig. 22), astfel ca nici una din aceste linii 
să nu se intersecteze. 


5 4 3 2 1 
x x x x x 
„A 
Е 
х 
О 
х 
Dr 0 
Fig. 22. Fig. 23. 


39. Să se arate dacă fig. 23, ce reprezintă o stea in cinci colţuri, poate fi 
trasată dintr-o singură linie si să se arate metoda de urmat. 
э ээ 
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40. Problemă de logică recrealivă. 

Trei oameni: А, B și C îşi dau seama că toti trei sînt „logicieni desávirsiti", 
care pot deduce instantaneu toate consecinţele unei mulţimi de premise date. 
Au la dispoziție patru timbre roşii si patru verzi. 

Li se leagă ochii şi pe fruntea fiecăruia se lipesc cite două timbre. Apoi 
li se iau legăturile de la ochi. А. B si C sint întrebaţi, unul după altul: 

— Stiti ce culoare au timbrele d? 

Fiecare răspunde „nu“. Atunci A este întrebat din nou. El răspunde 
iarăşi „nu“. Acum i se pune întrebarea lui B, care răspunde „da“. 

Care sint culorile timbrelor lui В? 


(Martin Gardner, Amuzamente matematice) 


Al. Vechi tip de enigmă logică. 

Un logician, care-şi petrecea concediul in Mările Sudului, nimereste 
într-o insulă locuită de două triburi proverbiale: cei mincinosi si cei care spun 
numai adevărul. 

Membrii unui trib mint totdeauna, membrii celui de-al doilea trib 
spun totdeauna adevărul. Logicianul ajunge la o bifurcatie a drumului si 
trebuie să-l întrebe pe un băștinaș, ce cale să urmeze pentru a ajunge la un sat. 

El nu are nici o posibilitate de a şti dacă băştinaşul spune adevărul sau 
dacă este mincinos. Dar se gindeste o clipă, după care pune o singură întrebare. 
Din răspuns, el află pe ce drum să apuce. 

Care este întrebarea? 

(Martin Gardner, Amuzamente matematice) 


42. Trei prieteni iau masa de seară la un restaurant. Socoteala ospátaru- 
lui fiind de 75 de lei, fiecare consumator işi achită partea sa, inminindu-i 
direct cîte o hirtie de 25 de lei. 

Predind la casă banii, se constată acolo că nota fusese încărcată din 
greşeală cu 10 lei necuveniti. Suma se restituie pe loc ospătarului, care pri- 
meste, deci, trei monede metalice a 3 lei si o hirtie de 1 leu. Ospátarul retine 
leul pentru sine si restituie fiecárui client cite 3 lei, astfel cà in definitiv pe 
fiecare l-a costat masa numai 22 lei. 

Clienţii o dată plecaţi, ospátarul se întreabă, totuşi, cu naivitate ce-au 
devenit cei 75 de lei incasati initial de la acești consumatori? Cum masa au 
plătit-o cu 66 de lei, iar 1 leu a fost luat de ospătar, mai sint 8 lei rămaşi. 
Cine i-a reţinut? 

Explicati nedumerirea ospătarului. 


8. Versiuni noi ale unor probleme 
mai vechi 


1. Ce pătrat perfect este produsul a patru numere întregi impare con- 
secutive? 
M.M. — David L. Silverman 


2. Să se demonstreze că nu există nici un întreg pozitiv n pentru care 
n1+2n2+2n2+2n +1 să fie un pătrat perfect. 

M.M. — Leo Moser 

3. În ce sistem de numerație numărul 11111 este un pătrat perfect? 


N.M.M. — V. Thebauld 


4. Să se arate că nu există nici un sistem de numerație în care numărul 


de trei cifre aaa să fie egal cu a’. 
S.M.M. — Charles Mc. Cracken Jr. 


5. Profesorul E. P. B. Umbugio! s-a fălit la toată lumea că a reuşit să 
rezolve ecuaţia de gradul patru care se obține dacă se elimină radicalii din 
ecuația: 


х=(х—1/х)!!®-+„(1—1/х)!® 
Dati-i o lecţie Profesorului, rezolvind această ecuaţie si utilizind, in 
acesl scop, numai ecuaţii de gradul doi. 
A.M.M. — P.M. Anselone şi Sam Cook 
6. La moartea sa, un fermier a lăsat moștenire fiilor săi cîteva oi si 
un miel. Fiii au vîndut aceste animale, preţul unei oi fiind de 10 dolari si 
preţul mielului fiind ceva mai mic. Preţul mediu pe cap de animal este egal 
cu numărul animalelor vindute. Știind că animalele au fost împărțite în număr 
1 Personaj închipuit. 
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egal între cei doi frati pentru a fi vindute, să se afle ce sumă trebuie să-i 
mai dea fiul care a primit numai oi, celui care a primit si mielul, pentru ca 
banii să fie egal împărţiţi? 

A.M.M. — Irving Keplansky 


7. Să se arate că ecuația ( )x*-H( )x2+( )x? H )x + )=0, in care 
parantezele vor fi înlocuite cu o permutare arbitrară a numerelor 1, —2, 
3, 4, —6 admite întotdeauna cel puţin o rădăcină raţională. 


Charles W. Trigg 
8. Să se descompună în factori, fără a grupa termenii, polinomul: 
х#—х'у -+Ех*у*— x5y? --x*5y1— x3y5 -Ex?y* — xy? +у*. 
М.М. — Апісе Seybold 
9. Cite rădăcini negative are ecuația: 
x1—5x2—4x2—7x4+4=0 
M.M. — R.E. Horton 


10. Să se simplifice fractia (27 +8i)/(3+2i5). 
M.M. — J.M. Howell 


11. Dindu-se f(x)— x?J4-x*-px?-F-x?--x 4-1, să se calculeze restul îm- 
pártirii lui f(x?) prin f(x). 
S.S.M. — Norman Anning 
12. Evaluati expresia: 


[ 1-2.4+2.4.8+3-6+12+ | 


1.3:.94+2.6.18+3.9.27+... 
S.S.M. — Max Beberman 


13. Să se determine n, știind cá: 
153°... (021—1) _ 199 
2з +4 +... + (2)? 242 
Charles W. Trigg 
14. Să se demonstreze că ecuaţia x?—3y?— 17 nu admite soluţii intregi; 


E.P. Starke 


15. Să se arate că oricare ar fi numărul întreg pozitiv a, ecuaţia 
x2—y2=a% are totdeauna soluţii întregi. 
A.M.M. — L.E. Bush 


16. Arátati că pentru orice valori pozitive ale lui p, q, г si s, expresia 


nu poate lua valori mai mici decit 81. 
pqrs 


S.S.M. — R.L. Moenter 
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17. Dacă a, b, с sînt rădăcinile ecuaţiei x?--qx--r—0, să se formeze 
ecuaţia care admite ca rădăcini (b-+c)/a2, (c+a)/b? si (a+b)/c?. 


S.S.M. — Alan Wayne 


18. Să se demonstreze cá n^ >1:3: 5:7... (2п— 1). 
S.S.M. — Frederic E. Nemmers 


19. Să se calculeze produsul 317% · 91/3. 271/2" ,, 
S.S.M. — ЈЕ. Arena 


20. Sá se exprime ca o serie de puteri expresia: 


1/(1 +x)(1 4-x5)(1 --x*)(1 4-x*). 
M.M. — M.S. Klamkin 


21. Să se găsească toate soluțiile întregi ale ecuaţiei: 


у*+у= х*-+х%-+Ех*+х 
А.М.М. — D.C.B. Marsh 


22. Să se arate cá ecuaţia 
1 +x +x?/2! +x?/3!+ ... +x™ /(2n)!=0 nu admite nici o rădăcină reală. 
A.M.M. — Joe Lipman 


23. Folosind numai compasul, să se împartă circumferința unui cerc 
dat în patru arce egale (centrul cercului se presupune cunoscut). 


P.M.E.Y. — John A. Dier 


24. Să considerăm, în triunghiul ABC, BD si BE, trisectoarele unghiului 
B, iar CD si CE, trisectoarele unghiului C. E fiind punctul cel mai apropiat de 
atura BC, sá se demonstreze cá unghiurile BDE si EDC sint egale. 


М.М. — C.F. Pinzka 


25. Axele de simetrie a doi cilindri circulari drepti cu diametrele bazelor 
de 2 cm se intersecteazá sub un unghi drept. Care este volumul comun celor 
doi cilindri? 

M.M. — Leo Moser 

26. O multime de douà milioane de puncte este inclusá in interiorul 
unui cerc cu diametrul de 1 cm. Există oare o dreaptă care să aibă de fiecare 


parte a ei exact un milion de puncte? Dacă există, de ce? 
M.M. — Herbert Wills 


27. Să se arate că dacă a, b, c sint lungimile laturilor unui triunghi, 


atunci cu segmentele de lungime va, vè si Vc se poate forma, de asemenea, 
un triunghi. 
A.M.M. — Chih-Yi Wang 
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28. Un triunghi echilateral si un hexagon regulat au perimetrele egale. 
Care este raportul ariilor lor? 
M.M. 


29. Sà se gáseascá volumul tetraedrului ale cárui virfuri au respectiv 
coordonatele (Fa, Fa Fn+2), (Far Fara Fn+5), (Faro Farm Fanga) Şi (Faro 
Е ло Fax), unde Е, este termenul al i-lea din şirul lui Fibonacci (1, 1, 2, 3, 


3 э. 


Charles W. Trigg 


30. Pe laturile BC si AD ale unui paralelogram ABCD se iau respectiv 
punctele E si F. Fie С intersecţia lui AE cu BF si H intersecţia lui ED si CF. 
Să se demonstreze că dreapta care trece prin punctele С si Н imparte paralelo- 
gramul în două figuri egale. 

M.M. — Mannis Charosh 


31. Un patrulater de arie Q este împărțit de diagonalele sale în patru 
triunghiuri avînd ariile A, B, C şi D. Să se arate că: 


A.B.C.D.— (A +B)?(B 4-C)(C J-D)(D +A)?/Qt. 
P.M.E.J.— Leon Bankoff 


Notă: 


Prescurtări folosite: 

— M.M. = Mathematics Magazine 

— A.M.M. = American Mathematical Monthly 
— S.S.M. = School, Science and Mathematics 
— Р.М.Е.Ј. = Pi Miu Epsilon Journal 


Date sumare asupra unor matematicieni 
citati in lucrare 


1. HIPOCRATE din Chios (450—400 i.e.n.), filozof si geometru grec. 
Ín afará de problema lunulelor a studiat problema duplicárii cubului, redu- 
cind-o la o dublă proporţie geometrică. 

2. EUDOXIU din Cnidos (408—355 î.e.n.), matematician, medic si 
astronom grec. A elaborat o teorie a rapoartelor si o metodă, care, în secolul 
al XVIII-lea, a căpătat denumirea de metoda exhaustiei. A demonstrat teorema 
asupra egalităţii dintre volumul piramidei şi o treime din volumul prismei 
cu aceeași bază şi înălţime (analog pentru con şi cilindru). 

3. HERON din Alexandria (sec. I— II), matematician şi fizician grec. 
A scris patru tratate de mecanică. Este inventatorul aparatului ,fintina lui 
Heron“. A contribuit la dezvoltarea trigonometriei, fiind considerat autorul 
unei formule care dă aria triunghiului în funcţie de laturi. 


4. PAPUS (sec. III), matematician grec; a activat în Alexandria. Este 
autorul celebrelor Colecţii matematice, care conţin o analiză succintă a celor 
mai dificile lucrări de matematică create pînă la timpul său. Culegerea contine 
8 cărţi. Cartea a V-a începe cu o prefaţă interesantă, scrisă într-o minunată 
limbă literară, în care se vorbeşte Despre inteligența albinelor. 


5. LIU HUEI (sec. III), matematician chinez, eminent comentator al 
lucrării Matematica în nouă cărți. În lucrările sale pune accentul pe geometria 
practică. El rezolvă probleme privind determinarea dimensiunilor obiectelor 
inaccesibile si a distanţei ріпа la ele, folosind în acest scop triunghiuri ase- 
menea. Aplică la calculul lui x procedeul propus pentru prima oară de Arhimede 
şi bazat pe aproximarea ariei cercului printr-o succesiune de arii de poligoane 
regulate înscrise, cu К. 2" laturi. 


6. DIOFANT (325—409), matematician grec, a activat în Alexandria. 
Lui i se atribuie publicarea primului tratat de algebră. Tratatul cuprindea 
13 cărți, din care s-au păstrat numai primele 6 cărți. Opera sa contine, printre 
altele, un mare număr de probleme rezolvate prin ecuații de gradul I si II, 
precum și ecuații nedeterminate de gradul I cu două necunoscute, rezolvate 
în numere întregi (ecuaţii diofantice). 
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7. CIJAN TIU TIAN (sec. V), matematician chinez. Cunoaste regula 
sumării unei progresii aritmetice: S— T (a,-4-a,). Pentru stabilirea ratiei fo- 


5 
2— —2а 
loseste formula: dict. 


n—1 
8. TU CIUN CIJI (430—501), matematician, astronom si inginer chinez. 
Analizeazá ecuaţiile numerice de gradul al III-lea. Stabileşte pentru valoarea 


Е 355  . aW L. ss 
lui x raportul mo саша îi corespunde o precizie redescoperită, zece secole 


mai tîrziu, de matematicianul Adrian Metius (Olanda). 


9. ARIABHATA din Pataliputra (476—550?), matematician indian, 
autor al tratatului de astronomie si matematică în versuri: Aryabhatiaru 
(anul 499). 


Pentru rezolvarea în numere întregi a ecuaţiei nedeterminate, el folo- 
seşte metoda „împrăștierii“ sau a „fărimiţării“, perfecționată ulterior de 
Brahmagupta si Bhaskara al II-lea, care este asemănătoare procedeului 
actual de descompunere în fracţii continue. 


10. VAN SIAO TUN (sec. VII), matematician şi astronom chinez 
Este autorul lucrării Continuări la matematica străveche (Ti ди suan gu), (625): 
El rezolvă algebric probleme geometrice care conduceau la ecuaţii de gradul III. 
Fără să posede o metodă generală de rezolvare a ecuaţiei cubice cu radicali, 
foloseşte o metodă aproximativă al cărei conţinut este descris amănunţit în 
lucrările chineze din perioada de mai tirziu, sub denumirea de Metoda ele- 
mentului ceresc, iar prin „element ceresc“ se înţelege elementul necunoscut, 
notat actualmente prin x. 


11. ANANIA SIRACATI-vardapet (dascălul), matematician, astronom, 
meteorolog, istoric şi geograf armean, originar din regiunea Sirac (sec. VII). 
Pe lîngă probleme pur aritmetice, s-a ocupat de forma sferică a Pămîntului, 
de folosirea cifrei zero în matematică, de numerele poligonale. 


12. ALBINUS FLACUS (numit Alcuin=prieten al templului), abate 
și om de știință anglo-saxon, originar din York (735—804). El propune, 
pentru popularizarea matematicii, probleme sub formă de ghicitori şi glume. 
Este autorul prezumtiv al culegerii Probleme pentru perfecționarea adolescenţi lor 
( Propositiones ad acuendos juvenes). 


13. MUHAMED al-HOREZMI (pe scurt ALHVARIZMI), matematician 
arab (780?— 850); a activat la Bagdad. Este primul clasic al matematicii 
ţărilor Islamului, autor a cinci opere de aritmetică, algebră, astronomie si 
geografie şi calendar. | 

Din traducerea latină a manualului de aritmetică, popoarele europene 
au cunoscut metoda hindusă de numerație cu ajutorul а zece cifre. De ase- 
menea manualul său de algebră a devenit prototipul manualelor europene 
de mai tirziu. 

Acest manual (Algebr ve Almakabla) se spune că a fost publicat către 
anul 820 din ordinul califului AL MAMOUN şi este considerat primul tratat 
de algebră apărut la arabi. 
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Al-Horezmi consideră că ecuaţiile in forma lor normală nu trebuie să 
conţină termeni care se scad. De aceea, după ce stabilește șase tipuri de ecuaţii 
normale, el aduce orice altă ecuaţie la una din aceste forme. 

Dacă există termeni de scăzut, aceștia se elimină cu ajutorul al-djabr-ei, 
adică prin completare, pentru care la ambii membri ai ecuaţiei se adaugă nişte 
termeni egali cu cei de scăzut. Mai departe, toti termenii asemenea se reduc 
la unul singur cu ajutorul al-mukaba-lei, adică prin comparație. În plus, se 
reduce coeficientul termenului de gradul doi la unitate. La rezolvarea ecuației 
de gradul doi, se ia în consideraţie numai rădăcinile pozitive. 

Cartea de algebră a lui Alhvarizmi i-a dat acestei ramuri a matematicii 
nu numai numele, ci şi un caracter cu totul nou. 

De la numele lui provine şi termenul „algoritm“ (al horitm), care simboli- 
zează orice succesiune de calcule pentru rezolvarea unui anumit gen 
de probleme. 

14. ABU KAMIL (al-Hasib al-Nisri, calculator egiptean) a trăit între 
anii 850— 930; a activat în Cairo. Este autorul unui tratat de algebră tradus 
în latină şi ebraică. El introduce pentru necunoscute denumiri speciale: 
prima necunoscută, sai; a doua, dinar; a treia, fals (monedă măruntă), pentru 
a patra, hatam (sigiliu, sfîrşit). 

Abu Kamil analizează îndeaproape problema expresiilor iraționale pă- 


tratice, stabilind regula: Va + Vb = Va +b + 2 Vab, precum si identitățile 
algebrice. 

În Cartea raritálilor din aritmetică (Kitab taraif fi-l hisab) el se ocupă de 
rezolvarea in numere întregi a sistemelor de ecuaţii liniare nedeterminate. 

15. ABUL VAFA din Kistan (Muhamed ibn Muhamed al-Buzdajani; 
940— 997), recunoscut la Bagdad ca mare matematician, face o expunere 
amănunțită a fractiilor în Cartea despre ceea ce trebuie să cunoască grămălicii, 
oamenii de afaceri și alții în știința aritmetici. 

Este autor a numeroase comentarii ale lucrărilor lui Euclid, Diofant, 
Ptolemeu, precum şi al unei opere speciale de geometrie practică, alcătuită 
din 12 capitole și care conţine o mulțime de construcţii importante în topome- 
trie, arhitectură şi geodezie. 


În tratatul de astronomie Cartea perfectă ( Kitab al-kamil) expune siste- 
matic bazele trigonometriei și definește unitar, într-un cerc, toate liniile 
trigonometrice. 


16. AL KARADJI (Abu Baskr Muhamed ibn al Hasan), (960? — 1029), 
matematician arab. Este autor al lucrărilor: Carte suficientă despre știința 
aritmeticii ( Kitab al-kafi fi-l-kisab) şi Al-Fahri, vast tratat de algebră, închinat 
vizirului din Bagdad, în care se ocupă si de sumarea unor serii aritmetice. 

17. BHASKARA ACIARYA (Înțeleptul), (1114—1178), matematician 
indian. A reeditat şi completat opera matematică a ilustrului său înaintaș, 
Brahmagupta, pe care a numit-o Monumentul algebrei indiene. Bahskara al 
II-lea a fost primul care a expus în mod clar sistemul zecimal. 

Opera lui cea mai de seamă este Siddhintasciromani, o carte în care 
problemele de matematică sînt expuse sub formă de povestiri sau poezii şi 
sînt ilustrate cu ghirlande de flori, albine, fluturi si păsărele, urmărind să 
prezinte matematica, într-adevăr, ca ceva util şi plăcut. 
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18. LEONARDO din Pisa (Fibonacci), (1180? — 12507), renumit matema- 
tician italian. Este autor al Cărții abacului (Liber abaci, 1202) in care expune 
aritmetica si algebra ecuaţiilor liniare si de gradul al doilea in mod magistral. 
Capitolul al XII-lea conţine un mare număr de diferite probleme, printre care 
sumări de serii: progresia aritmetică și geometrică, seria pătratelor şi, pentru 
prima oară în istoria matematicii, sumarea unei serii recurente. Prin procedee 
grafice, el a găsit expresia sumei pătratelor numerelor naturale şi a şirului 
de numere impare. 

Este cunoscut, apoi, şirul lui Fibonacei: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 etc. a cărui 
regulă de formare se poate desprinde uşor si care se bucură de proprietăţi 
interesante. 

În lucrarea Practica geometriei, Leonardo demonstrează diferite teoreme 
printre care concurenţa medianelor unui triunghi şi teoreme cu privire la 
pătratul diagonalei paralelipipedului dreptunghic sau rezolvă probleme de 
geometrie cu ajutorul algebrei. 

Cartea pătratelor (Liber quadratorum) contine probleme cu ecuații ne- 
determinate de gradul al doilea. Este unica lucrare europeană valoroasă 
de teoria numerelor din acea perioadi. 

19. TEETET din Atena (4142—369? i.e.n.) elev al lui Teodor din 
Cirene, a adus două contribuţii importante in matematică, incluse mai tirziu 
în Elementele lui Euclid. Una dintre acestea o constituie clasificarea irafio- 
nalitátilor pe care le împarte în patru hexade. 

20. MAGAVIRA — „Om mare“ (sec. IX), matematician indian. A scris 
în jurul anului 850: Curs scurt de aritmetică (Ganita- Sara sangraha). El foloseşte, 
pentru obţinerea de triplete întregi de numere pitagoreice, formulele: pq, 
poa pa, 


2 

21. ABU ALI al— HASAN ibnal—HAISAM (965— 1039), matematician, 
astronom, fizician si medic, născut la Basra în Irak; a lucrat la Cairo. El 
rezolvă cu ajutorul parabolei si al hiperbolei problema lui Arhimede (sectio- 
narea sferei printr-un plan astfel încît volumele celor două segmente formate 
să se айе într-un raport dat). 

Consacră două opere pentru analiza lucrării clasice a lui Euclid. 

Prezintă suma numerelor naturale la puterea a patra sub o formă în- 
tilnită pentru prima oară în istoria matematicii. 

22. TIN TIU SAO (sec. XIII), matematician chinez. Scrie în 1247 
lucrarea Nouă cărți de matematică (Su Su liu cijan), avînd un capitol introduc- 
tiv teoretico-numeric şi apoi o parte algebrică de bază, care conţine diferite 
probleme şi o expunere foarte completă a aşa-numitei metode a lui Horner 
pentru ecuații de grade superioare. A elaborat un procedeu original de rezol- 
vare în numere întregi a sistemelor de ecuații nedeterminate de gradul I. 

23. CIJU SI TE (sec. XIII), matematician si explorator chinez. Este 
autorul lucrării Introducere in' studii matematice ( Suan siao ciji men, 1299), 
in care face o introducere generală in algebră si expune, in particular, regu- 
lile semnelor la adunare si înmulțire. 

În altă lucrare, Oglinda de jasp a celor patru elemente (Si iuan iui fian, 
1303) se ocupă de rezolvarea sistemelor liniare cu patru necunoscute. Totodată, 
descrie „metoda lui Horner“ şi procedeele de formare a ecuațiilor și rezolvă 
o serie de probleme ce se reduc la astfel de ecuaţii. Cele patru elemente (necu- 
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noscutele) sint considerate laturile unui triunghi dreptunghic si incá o márime 
legată de ele. Ciju le numeşte elementele cerului — tian, ale pămîntului — di, 
ale omului — jen si, în sfîrșit, ale obiectului — u. 

24. NARAIANA (sec. XIV), învăţat indian. 

25. IOHANN MÜLER din Königsberg (azi Kaliningrad) (REGIO- 
MONTANUS), remarcabil matematician si astronom din a doua jumătate 
a secolului al XV-lea, (1436—1476). A activat în Nürnberg si Viena. 

Scrie opera: Cinci cărți despre triunghiuri de toate genurile, aceasta fiind 
prima lucrare din Europa în care trigonometria este privită la scară mare 
ca o disciplină matematică independentă. 

26. PACIOLI LUCA (1445?— 1514), matematician italian supranumit 
De Burgo, călugăr şi profesor la diferite universităţi. Scrie în limba italiană 
lucrările: Suma cunoștințelor de aritmetică, geometrie, rapoarte si ргорогјіопа- 
lităļi (1487), în care arată si numáratul pe degete pînă la 10 000 şi Despre 
proporția divină (1497), în care tratează despre împărţirea unui segment în 
medie şi extremă raţie si alte probleme cu privire la arhitectură. El expune 
problema ,Sectiunii de aur“ după așa-numita carte a XV-a din Elementele 
lui Euclid (în realitate a lui Hipsicles). 

Pacioli mai întocmeşte o culegere de probleme distractive, „de isteţime“, 
în care se preocupă şi de construcţiile aproximative ale poligoanelor cu 9, 11 
si 17 laturi. 

27. MAGNITKI LEONTI FILIPOV ICI (1669— 1722), matematician rus 
apreciat mult de ţarul Petru I. A publicat în anul 1703, ARITMETICA 
o enciclopedie a cunoştinţelor de matematică din acea vreme, cuprinzind: 
elemente de aritmetică, algebră, geometrie şi trigonometrie. 

El și-a împărţit Aritmetica în două: pe prima a numit-o Aritmetica 
politică, deoarece cuprindea rezolvarea problemelor practice, iar pe a doua, 
Aritmetica logistică, deoarece rezolva probleme abstracte. Savantul Lomonosov 
numea Aritmetica lui Magnitki „Poarta ştiinţei sale" si o ştia pe de rost. 

Tot în anul 1703, a editat împreună cu colegii săi englezi, profesori 
la „Școala de navigaţie şi matematică“ din Moscova, — Tabele de logaritmi 
si sinusuri, tangente si secante, spre învăţătura celor sîrguincioși și iubitori de 
înțelepciune. 


28. LEONHARD EULER (1707—1783), celebru matematician, născut 
la Bâle, în Elveţia, mort la Petrograd (azi Leningrad). A fost mult timp 
profesor la Universitatea din Petrograd şi membru al Academiei de Științe 
din Rusia. A contribuit prin uriaşa sa operă la fondarea şi dezvoltarea multor 
discipline matematice si la aplicarea practică a lor (cercul lui Euler — al 
celor nouă puncte, teorema diagonalelor într-un patrulater, teorema funcţiilor 
omogene a lui Euler, formulele lui Euler în legătură cu numerele complexe). 
A îmbogăţit cu descoperiri preţioase toate domeniile matematicilor (analiza 
matematică pură, analiza aplicată la geometrie, mecanica raţională etc.). 


Orbind la 60 de ani, şi-a continuat, totuşi, cercetările sale pînă la moarte. 
29. ION IONESCU (1870—1946), inginer si profesor distins. A luat 
parte la lucrările podului peste Dunăre, la Cernavoda, care s-a proiectat și 


executat cu personalul tehnic românesc, — ca ajutor al marelui inginer român, 
Anghel Saligny. 
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Foarte tînăr, Ion Ionescu a devenit profesor de lucrări grafice si apoi 
de poduri la Scoala Naţională de Poduri si Sosele. 

A fost unul din fondatorii Gazetei Matematice, căreia i-a închinat o bună 
parte din marea sa putere de muncă. A publicat o foarte bună Culegere de 
probleme de aritmetică raţională si o carte de Maxime și minime geometrice. 

30. TRAIAN LALESCU (1882—1929), distins matematician român, 
fost profesor la Universitate şi Școala Politehnică din Bucureşti. 

S-a relevat ca om de știință, lucrările sale fiind citate în tratatele străine 
de specialitate. Lui i se datoreşte înființarea Școlii Politehnice din Timişoara 
al cărei prim rector a fost; de asemenea a înființat Revista matematică din 
Timişoara. 

Printre lucrările sale, mai cunoscute sînt: Geometria triunghiului (primele 
două ediţii în limba franceză), Aplicațiile geometrice ale calculului infinitezimal 
(partea a IV-a dintr-un tratat de geometrie analitică) si Introducere la teoria 
ecuațiilor integrale, — una din primele cărţi din lume despre ecuaţii integrale, 
apărută în 1911. 


Citeva opere de matematicá celebre 
in antichitate 


1. Papirusuri таіетаіісе! 

a. Papirusul Rhind din Londra (20 m lungime, 30 cm látime) cuprinde 
85 de probleme (calcule cu fractii, probleme de asociatie, ecuatii de gradul I 
cu o necunoscută, calculul ariilor dreptunghiului, triunghiului, cercului si 
calculul volumelor diferitelor corpuri). Toate acestea fac parte din lucrarea 
intitulată Modul de calcul pentru a pătrunde lucrurile, a cunoaște tot ce este 
obscur si a învinge orice dificultăţi — aşa-zisul manual de aritmetică al 
lui Ahmes (copiat de acesta). 

b. Papirusul „de la Moscova“ conţine 25 probleme rezolvate. 

2. Cuneiforme din Suza* Un fel de enciclopedie matematică, scrisă 
ре 44 tăblițe de argilă uscată. Conţine, între altele, calcule numerice (numere 
pătratice și numere cubice de la 1 la 59, sistem sexagesimal). 

3. Regulile funiei (Suliva Sutra). 

Redactată în India (sec. 7—5 î.e.n.), confine preţioase cunoştinţe 
privind construcţiile geometrice şi unele calcule matematice. 

Problemele de construcţie sint legate, în primul rînd, de construirea 
altarelor la temelia cărora se află figuri stabilite cu precizie. Construirea un- 
ghiului drept, a pătratului, a triunghiurilor dreptunghice (laturile avînd 
valori întregi), formarea unor trapeze din aceste triunghiuri, transformarea 
pătratului de arie a într-un pătrat de arie na, transformarea unui dreptunghi 
într-un pătrat echivalent etc. sînt în centrul acestor preocupări. Un loc 
important îl ocupă şi teorema atribuită ulterior lui Pitagora. 

Autorii Regulilor funiei folosesc cinci triunghiuri dreptunghice cu ur- 
mătoarele laturi întregi: 3, 4, 5; 5, 12, 13; 8, 15, 17; 7, 24, 25 12, 35,37 
şi altele asemănătoare lor. 

Funiile, divizate în părţi corespunzătoare, serveau la construirea un- 
ghiului drept. Pentru a trece de la altare cu fundaţie pătrată la cele circulare 
şi invers, în Regulile funiei sînt arătate unele procedee de circulaturi ale 
pătratului si cvadraturi ale cercului. 


1 Anul 2000 î.e.n. 
2 Idem. 
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4. Matematica in nouă cărți (Tiu cijan suan gu) este opera centrală 
din literatura matematică a Chinei antice (206 î.e.n.—25 e.n.), ajunsă pînă 
in zilele noastre. Contine 246 probleme cu un ansamblu foarte bogat de cu- 
nostinte care caracterizează nivelul ştiinţei în perioada primei dinastii Han. 
Cele nouă cărţi se referă, respectiv, la: 

a) Reguli pentru măsurarea ogoarelor; 

b) Raportul între diferitele feluri de culturi de cereale; 

c) Probleme de diviziune (împărțirea în trepte); 

d) Determinarea laturii unui dreptunghi în raport de arie şi de cealaltă 
latură, precum şi a diametrelor cercului și sferei. Se ajunge la descrierea 
extragerii rădăcinii pătrate şi cubice, cea mai veche pe care o cunoaşte istoria; 

e) Estimarea lucrărilor de construcţie (ziduri, canale, baraje); 

f) Repartiția proporţională; 

g) Adaus şi lipsă; indică procedee pentru rezolvarea sistemelor de două 
ecuaţii de gradul I cu două necunoscute; 

h) Fan-cen, algoritm general de rezolvare a unor sisteme liniare deter- 
minate, cu mai multe necunoscute. Această metodă este transformată mai 
tirziu (1683) de matematicianul japonez Seki Sen-Suke Kowa într-un fel 
de tcorie a determinantilor; 

i) Probleme cu triunghiuri dreptunghice (Gou-gu) cu relatii exprimate 
prin teorema lui Pitagora (gou= cateta mică, gu=cateta mare, verticală). 

5. Știința perfecționată a lui Brahma (Brahma sphuta siddhanta). Operă 
în versuri compusă din douăzeci de cărţi, dintre care numai două au conţinut 
matematic. Cartea a 12-a cuprinde chestiuni de aritmetică și geometrie, iar 
cartea a 18-a, probleme de algebră (ecuaţii determinate și nedeterminate de 
gradul întîi şi al doilea). A fost scrisă în anul 628 de Brahmagupta. 


Orientare (relativă) 


asupra nivelului problemelor 


a) Pagini 21—43. 

Nivel elementar: 1—4, 12, 14—16, 19, 21—24, 31, 32, 34, 35, 37, 42, 
60, 62, 66, 67, 72, 74, 86— 97, 99— 101, 103— 105, 107, 112, 114 — 117, 119—126, 
128—137. 

Nivel mediu: 5—9, 11, 13, 18, 20, 25— 30, 33, 36, 38—41, 43— 45, 47—51, 
53, 54, 57, 61, 62, 64, 65, 68, 69, 71, 73, 75—81, 83, 98, 102, 106, 108—111, 
113, 118, 127.- 

Nivel superior: 10, 17, 46, 52, 55, 56, 58, 59, 70, 84, 85. 

b) Pagini 44—58. 

Nivel elementar: 1— 7, 11, 12, 16, 20—22, 27, 28, 30, 33—35, 37, 41, 
48—51, 53, 55, 57, 70. 

Nivel mediu: 8—10, 14, 15, 17, 18, 23— 26, 29, 36, 39, 40, 42, 43, 46, 
47, 52, 54, 56, 58—67, 69, 71, 72. 

Nivel superior: 44, 68, 73. 

c) Pagini 67—69: nivel elementar. 

d) Pagini 82—86: nivel mediu. 

e) Pagini 87—95: nivel elementar. 

(19,29 nivel mediu). 

f) Pagini 96 —99 

Nivel mediu: 1—6, 8—10, 13, 17, 19, 23, 24, 27, 28. 

Nivel superior: 7, 11, 12, 14—16, 18, 20— 22, 25, 26, 29, 30. 


108 


RĂSPUNSURI 


1. Probleme antice si medievale 


1. (Cum se citea pe vremea aceea.) O mie de mii mii mii mii mii mii de 
cinci ori si o sutá de mii mii mii mii de patru ori si optzeci de mii mii mii mii 
de patru ori si apoi sapte sute de mii mii mii de trei ori si trei mii mii miide 
trei ori si cincizeci si una de mii mii de douá ori si patru sute de mii si nouázeci 
şi două de mii şi opt sute şase zeci si trei. 

2. Fie n numărul şi m, respectiv К, multiplul. Avem succesiv: n—1— m 
de 3, 4, 5= т 60; n=60k +1=7k. Rezultă k=5+7 m. 

Pentru m—0, k=5, iar п= 301; pentru m—1, k=12, n=721 etc. 

3. Problema implică rezolvarea unui sistem de congruenţă de gradul 
întîi modulo n. 

Regula lui Sun-tzi glásuieste: | 

„Prin împărțire cu 3, restul este 2. De aceea luați 140. Prin împărțire 
cu 5, restul este 3, de aceea luaţi 63. Prin împărțire cu 7, restul este 2, de aceea 
luaţi 30. Adunindu-le împreună obținem 233. De aceea scádeli 210 si obţineţi 
răspunsul; adică 23". 

„În general — spune Sun tzi, dacă restul împărțirii cu 3 este 1, luaţi 70; 
iar dacă restul împărțirii cu 5 este 1, luaţi 21; dacă restul împărțirii cu 7 este 1, 
luați 15. 

Dacă suma acestor numere este mai mare decît 106, scádeli cile 105 înainte 
de a căpăta răspunsul.“ 

În rezolvarea modernă avem: n—2= mult. de 3 si 7— mult. 21; n= 
= 21k +2; pentru k—1, n—23; pentru k=2, n—44 nu verifică şi la împărțirea 
cu 5. Deci soluţia este n—23.. 

4. Bhaskara ia pe 60 drept număr căutat, el fiind cel mai mic multiplu 
comun al lui 3, 4, 5, 6 si văzînd cá la rest se obţine 3, găsește soluţia 60 · == 
= 120. 

În rezolvarea noastră: 2 1 ыл „19. Пр HM reprezintá 

à stata" 20° 20 P 
6 lotuşi. Rezultă: 6-2 = 120 lotusi. 
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al doilea 5 рііпі etc.; ultimul primește 13 piini. 


5. În rezolvarea actuală, considerăm că avem o progresie aritmetică: 


$= HEt, хз, 48=3(2a +10); a=3, 


deci primul primeşte 3 piini, 


6. Problema trebuie înţeleasă astfel: în fiecare casă există 7 pisici; 
fiecare pisică mănîncă 7 șoareci; fiecare şoarece, 7 spice; fiecare spic, fiind 
semănat, ar da 7 măsuri de gráunte; se cere să se găsească suma (o progresie 
geometrică): 


747° +7? +74 +75 
75.7—7 7(7*—1) 7-16 806 
S;= E o 
7—1 6 
7. R. 137 256 
8. R. 77=960 799 
9. R. Formează „coeficientul“! inferior: 


8; T8, 1-3, 


3 * 3 


Calculează „coeficientul“ superior: 


= 7 + 2801=19 607 


а +а, Ра, +а, 4 __ а +аз 


4 3 


Împarte diferenţa 5-1 cu diferenta: ?-( 


7 
ob i d= — * а. = — 
tine d=Ž; a 


În rezolvarea modernă: 


юр 


3a, +21d =4 a, +7d= = 

4 3 

Qa, 3d): = —3 2a, +3d= = 
13 


— а= — 
Solutie: а= ds ius 


10. Calculul lui Naraiana este următorul: 


O vacă, în 20 de ani, dă 20 de vitele in prima generaţie: 
— prima vitea, din prima generaţie, dá 17 vitele în a doua generaţie, 
a doua 16 etc. Cu totul, în a doua generaţie, vor fi: 
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17 +16+... -1- S7; 


— prima vitea din cele 17 din a doua generaţie va da 14 vitele in a treia 
generatie, a doua — 13 etc. 


! Sinonim ecuaţie. 


În total, vitelele acestui grup vor da: 
14 +13 . . 4+1=5 urmase; 


— prima vitea din cele 16 din a doua generatie va da 13 vitele in a treia 
generatie; a doua, 12 etc. 
În total, vitelele din această grupă vor da: 


13+12+... +1 = Sy urmase. 
Toate vitelele din a doua generaţie vor da în a treia generaţie: 
Sis +518 +... +SP = 514 
Rafionind in mod analog mai departe, Naraiana exprimă numărul 
total al vacilor din cireadă, după 20 de ani, prin suma: 


17.18 


1+20+S +S +... +5@—=1-„20 TL 


14.15.16- 2.3.4.5.6.7.8 > 
————— +... una m 20 4-153 4-560 4- 1001 
1.2.3 ш 1.2.3.4.5.6.7 Je MP EEk 


+792 +210 4-8 —2 745. 


Problema se poate rezolva si astfel: 

La începutul primului an, cireada este alcătuită din două animale; 
la începutul anului doi, din trei; apoi din patru si şase. Începînd си anul 
patru, efectivul cirezii, la începutul anului K —4, se poate exprima prin relaţia 
recurentă: | 


Sk = Sk-1 +Sk-3 


şi cu ajutorul ei se poate calcula Sx =2 745. 

11. Problema era rezolvată astfel: la început se determina cota — parte 
ce revenea fiecărui frate in medie, adică 10 sekeli; apoi suma cotelor fraților 
8 şi 3 (20 de şekeli). Mai departe, surplusul cotei fratelui 3 asupra cotei fra- 
telui 8 (8 şekeli) si, în sfîrşit, surplusul căutat, adică diferența cotelor pro- 
gresiei date. Rezolvarea care se face pe cale aritmetică, după un plan gîndit, 
presupunea cunoaşterea proprietăților progresiei aritmetice, însă nu se folo- 
seau formulele algebrice sub formă explicită. 


12. R.I. +a 

R,-x— 64x Rc 6x—6 —2= 6x—20 
7 7 

II. 2+2 Ly 20—29 —20 = 78+6х 


49 


I- II 6+x = 78 +6х 
7 


r x=36 monede; 36:6—6 copii 
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13. Ei avuseseră 250 de porci, pe care-i impártirá în două turme de 
cite 125 de porci: una, cu porci grași, alta cu porci slabi. Primul vindu 120 
de porci la preţul de 2 porci cite 1 soldi; celălalt, 120 de porci, la preţul de 
3 porci cu cîte 1 soldi, adică vindurá 5 porci cu cîte 2 soldi. 


Primul a primit 60, al doilea, 40 soldi; așadar, împreună, 100 de soldi 
şi au rămas cu 5 +5= 10 porci, care reprezintă cístigul lor. 


Rezolvarea cere nu numai cunostinte de matematicá, ci si o dibácie 
de negustor. 


14. Numerele date se aşază după schema: 


3 lire 20 coti 


42 rotuli 5 lire 50 coti 


Rezultatul se obţine împărțind produsul numerelor legate prin linii 
la produsul celorlalte numere: 


___ 8.50.42 
20.5 


= 63 rotuli de bumbac. 


O rezolvare mai simplá (amplificind cu 5): 
100 coti—15 lire=126 rotuli; rezultă: 50 coti— 63 rotuli. 


15. Leonardo o rezolvă ca o problemă de aliaje (un aliaj de titlu 30: 30= 1 
trebuie să fie alcătuit din cantităţi întregi cu titluri 3, 2, 1/2) şi prezintă unica 
soluție întreagă: 3, 5 si 22. 

În rezolvarea algebrică obișnuită se formează sistemul: 

x+y +z= 30 
3x+2y +2/2= 30, care se reduce la ecuaţia 5x+3y=30; rezolvînd 


în numere întregi, obţinem soluţiile: 


x=3, y —5, de unde z=22 sau x=6, y=0, z—24 şi x==0, y=6, z—24; 
dar aceste soluţii nu convin fiind vorba de 3 feluri de păsări. 


16. Problema se rezolvă după procedeul falselor poziţii!. În n zile întregi, 
trăpașul și gloaba parcurg împreună 290 n—62 (n?— n) li; drumul total trebuie 


să alcătuiască 6 000 li. Pentru n—15, lipsa va fi de 6000—5 6622 = 337 = li, 


iar pentru п=16 va fi un prisos de 6 140— 6 000= 140 li. 
Admitind că în cuprinsul fiecărei zile vitezele nu se schimbă, obţinem: 


1 
DEM DIM 135 
х= —— ze 15 — zile 
191 


1 
1404-337 — 
zi 2 


1 Falsă poziţie (ipoteză) menită să scoată în evidenţă un rezultat posibil. 
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17. Răspunsul se obține prin sumarea seriei (recurente): 


1 4-24-3 4-5 +... 4-377, unde fiecare termen, afară de primii doi, este 
egal cu suma celor doi termeni precedenti (sirul lui Fibonacci). Rezultà 985 
perechea. 


18. Răspunsul lui Leonardo este 1, 3, 9, 27,... si se bazează pe faptu 
că orice număr întreg poate fi reprezentat sub forma unei sume sau diferente 
a diferitelor puteri ale numerelor 3 și 1. 


Depinde, însă, dacă se pun greutăţi numai pe un taler sau pe ambele; 
se foloseşte, în primul caz, baza 2, iar în al doilea caz, baza 3. 


19. Folosind metoda falsei poziţii (ipoteză), Leonardo găsește ca rezultat 
numărul 12 şi subliniază că trebuie ales orice număr divizibil prin numitorii 
fracţiilor date. 


Atit enunţul problemei, cit şi rezultatul obţinut sînt neclare. O rezolvare 
simplă ar fi ү = 21, de unde înălțimea arborelui, х= 36 schioape, rezultat 
care satisface sublinierea făcută de Leonardo. 


20. Această problemă a devenit celebră in teoria probabilităților. 
Pacioli presupune, in mod eronat, că în proporţia de 5/2. Rezultat real 1/1. 
Justificare: la oprirea jocului nici unul n-a realizat 6 puncte (se exclud rezul- 
tatele anterioare). Nici unul nu а ciștigat, deci miza trebuie împărţită în 
mod egal. 


21. Aplicind procedeul falsei poziţii, Leonardo ia avutul celui de al 
doilea ca obiect (necunoscută) şi 7 dinari; atunci primul om, conform condiţiei, 
trebuie să aibă 5 obiecte fără 7 dinari. Dacă primul îi va da celuilalt 5 dinari, 
atunci primul va rămîne cu 5 obiecte fără 12 dinari, iar al doilea va avea 1 
obiect şi 12 dinari. 


În acest fel, suma unui obiect cu 12 dinari este de şapte ori mai mare 
decit cinci obiecte fără 12 dinari, de unde 34 de obiecte fac 96 dinari, un 


obiect este 27 dinari etc. 


A=7 2 dinari; B=911 dinari. 
17 17 


22. Soluţia se poate exprima prin ecuaţia: 
(7+10)x= 90; se dă pentru x valorile x,—5; x2=6. 


Enunţul problemei este neclar, dar {їпїпа seama de rezolvarea lui 


Bhaskara, sîntem conduşi la următoarea interpretare: creșterea celui aflat 
sus, ре zid, se face in jos (deci nu se ridică), iar a celui de jos, de pe pămînt, 


se face în sus. Rezultă: x= 2, Rezultatul fiind dat în zile (număr întreg) se 
ia aproximatia prin lipsă (5 zile) sau prin adaus (6 zile). 


23. R. + = + Е --280— х; х= 1 760 oameni. 


ол. В. N— 227. 75 salturi. 
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25. Problemă liniară nedeterminată. Rezultatul obţinut de Alk-win: 
11, 15, 74. În rezolvarea algebrică, avem: 


x+y +z= 100 
Зх +2y +z[2= 100 etc. (Vezi problema 15.) 


26. Tabelul trebuie să fie: 


—5 3 2 
6 —9 5 

8 3 — 13 

— 600 1 000 


În regula de rezolvare se spune: 

„Întocmeşte tabelul fan-cen. Stabileşte că 2 bivoli si 5 berbeci sînt pozitivi, 
13 porci sînt negativi, iar rămășița de [iani este pozitivă. Mai stabilește că trei 
bivoli sînt pozitivi, 9 berbeci negativi, iar 3 porci, pozitivi; mai stabileste cá 5 bivoli 
sînt negativi, 6 berbeci sînt pozitivi si 8 porci sînt pozitivi. iar lipsa de liani este 
negativă. 

Calculează după procedeul cijen-fu“. 

Răspuns: 1200; 500; 300. 

În rezolvarea modernă, se stabilește sistemul: 


13z +1 000— 2x +5y 
9y = Зх +32 
5x— 600= бу +82 etc. 


27. Rezolvarea era redactată astfel: 


„Înmulțeşte (00)444 320 cu (00)444 320. (000)33 204 374 640; adaugă 
(000)444 320 la 1001640. 1045 .deinmul[itul. 


Scade (00)444 320 din 1001640:(0)59 15 33 20 inmul[itorul". 


Este o problemă pe care noi o denumim astăzi „ecuaţie pătratică“. 
Dacă exprimăm această problemă si cele asemănătoare ei, precum şi rezolvarea 
lor în notația algebrică actuală, obţinem: 


элын со ЖКга к 


28. Se notează cu т si y cantităţile, cu u si v preţurile unitare. Rezultă 
sistemul: 


x+ y-78 
ux +vy= 576 
v—ud4-1, de unde 78 u+y= 576; 


impártim 576 la 78, rezultă: 576—78 · 7 4-30, convine; sau 576— 78 · 6 4-108, 
nu convine (y<78). 

29. Toate aceste probleme au soluţia: x—30; у= 20. 

30. Soluţia se obţine desfăşurînd cilindrul pe un plan. R. 2 cijiani, 9 ci 
adică y202F(7- 3)2. 
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31. Regula lui Liu Huei corespunde următoarelor formule: 


bc 
х= 


һе 
е; = 
FERE Te; y 


32. Cijan Luan (sec. VI) dă unica soluție posibilă: 
15 cocosi, 1 găină, si 84 de pui. 
Într-o altă problemă cu condiţia: 


4x TNI = 100, Cijan Luan prezintà, de asemenea, o singurá solutie: 


x—8, y —14, z—78, deși există si o a doua soluție: x —16, y —3, 2= 81. 
Cijan Tiu Tian (a doua jumátate a secolului al VI-lea) exprimá prin 
cuvinte următoarele ecuații: 


х +y +2=100 
5x+3y 2 z=100 
şi dă trei răspunsuri: 4 cocosi, 18 găini si 78 de pui; (8, 11, 81) si (12, 4, 84). 
El observă că numărul cocoșilor creşte de fiecare dată cu 4, numărul 
găinilor scade cu 7, iar numărul puilor creşte cu 3. 
Soluţia sistemului se poate exprima parametric: x=4t; y—25—7t; 


z=75+3t, în care ł ia valorile întregi 0О<ї<3. 
În rezolvarea noastră se formează sistemul nedeterminat: 


x+y +2= 100 
5x -H4y + Е — 100. 


Se ajunge la o ecuaţie in x si y care se rezolvă în numere întregi (vezi 
problema 15). Rezultă soluţia: x—15 cocoși, у=1 găină, z—84 pui. 

33. Insemnind prin d averea, prin x partea unui fiu si prin y ceea ce îi 
revine acelui om, noi am exprima problema prin ecuaţiile: 


2=у +4х 
1/2 
== — - — а 
у=х+ | ; 3E 
si, fücind substitutia, am obţine relaţia: 
2252x434 1d 
11 11 
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Al-Horezmi exprimă același mod de rezolvare prin următoarea regulă: 
„Іа o treime din avere si scade din ea o parte, apoi scade 1/4 din ceea ce 
a rămas din 1/3 de avere fără o parte si un dirhem, așa încît rămîn 3/4 si 1/3 
din avere sau 1/4 din avere fără 3/4 de părți si fără dirhem“; în notația noastră 


1 1 1 3 
—2—х—— ;-x)- 4-1 z— > x— d. 
3 443 4 4 


Aceasta se adaugă la 2/3 din avere; atunci 11 din 12 părţi de avere fără 
3/4 de părţi si fără un dirhem sînt egale cu 4 părți (5 Z+ 2-2х- а = 


mii x— d—4x). 
12 4 
Mai departe se face completarea cu trei pátrimi dintr-o parte si un 
dirhem, după care 11 din 12 părţi de avere sînt egale cu 4 Ž părţi şi 1 dirhem 


: 11 3 
respectiv —z—4- x +d). 
(resp T т X +d) 
Noi am fi înmulțit cu z, Al-Horezmi adaugă la fiecare termen unal din 


cele 11 părți ale lui si obține că averea este egală cu 52 dintr-o parte si 1 = 


dirhemi. 
34. Problema se reduce la o ecuaţie de gradul întîi: 900 --x?— (50— x)? + 
+400; x —20 c de Ја baza palmierului mai înalt etc. 


35. În notatia noastră, rezultă sistemul: 
х+у=10 
х10++ 2-114 х=8; у=2. 
y x 


36. „Cantitatea de bu, parcursă de la poarta nordică, inmulfegte-o си :сапіі- 
tatea dublă de bu (parcursă) spre vest, aceasta este deimpărțitul. 

Adună cu cantitatea de bu 
parcursă de la poarta sudică, — 
acesta este impár[itorul suplimen- 
tar !(izun-fa). Exirage rădăcina 
pătrată și aceasta va fi latura ora- 
ѕшиі.“ (х= 250) 

In rezolvarea noastrá (o solutie): 
AABC -ACDE (fig. 25), 


x 
CE DE 20 2 
— sm — — gm — 3 
Fig. 25. CB AB (204-14) -x 1775 


20 - 2: 1 775=34х +х?, 
х? +34x— 71 000=0, x=250 bu. 


a!—h! 


37. R. a) x— —12 ci; b) (x+h) — x?— a*. 
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38. R. a) Adunind (—8), rezultă: (x—2)*—27 etc. 
b) Bhaskara adaugă la ambele părţi cantitatea 
4x2—400x +1. de unde: (x2+1)2=(2x 4-100)? etc. 


39. R. x — — =X; —— X?—X+20=0 
12.30 20.16 
3X2—20 - 16X 4-400 - 16—0 
х= 18014.20 — Q0 


Х=х— 
12 


x?— 360x --28 800=0 
х= 180 -60= 240; (x,—120) 
40. 2х2 +-100— 20x —58.  Al-Horezmi face succesiv transformările: 
2x? +100=58 +20x (al djabr)’; apoi imparte la doi si reduce termenii asemenea: 
x?--21—10x (al-mukabala)? 


si, astfel, se obţine o ecuaţie de tipul 5, pentru rezolvarea căreia aplică urmá- 
toarea regulă: 

„Împarte prin doi rădăcinile și vei obţine 5, înmulțește aceasta cu egalul 
său, vei obține 25; si scade din aceasta 21, care adăugate la pătrat vor rămîne 4, 
extrage rădăcina — vei avea 2 și scade aceasta din jumătatea rădăcinilor, adică 
din 5, vor rămîne 3; aceasta va fi rădăcina pătratului pe care o caut, iar pătratul 
este 9. Dacă vrei însă, adaugă aceasta la jumătatea rădăcinilor, vei obţine 7 
si aceasta este rădăcina pătratului pe care îl caut, iar pătratul este 49." 

41. Ecuația corespunzătoare de gradul al II-lea este: (2 +V5)x2+ 100 = 


= (20 + V500 0)x, care înmulțită cu V5— 2 se aduce la forma: x? + V50 000 — 


—200—10x, cu rădăcina: 
x= 5—V 225— V 50 000. 


.10—x 2 
Rezolvarea a doua: Dacá —— —y, atunci: 
x 


y2+1=V 5y siye CAPRIS 
2 2 


—80; 360x—x?— 28 800 
30 


—X 


. n А . . . 10 
Direct din ecuaţia liniară: 


1 1 1 
= 1 2. necunoscuta z se obţine 


cu numitor irațional. De aceea Abu-Kamil ridică la pătrat ambele părţi ale 
ecuaţiei 10— 5 -1 / 1 T x? şi din ecuaţia x? 4-10х = 100, găsește x—y125— 5. 


43. R. Se ia x —3Vx— y? etc. 
44. Н. Se caută inversul lui 3+V5 care este 
1 — 3-y5 
34V5 a! 


1 Trecerea termenilor dintr-o parte în alta. 
2 Reducere a termenilor asemenea. 
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45. Se tine seama de egalitatea: Va +YVb= Va +b +2Vab. 
47. R. a) x2+5=y3% al-Karadji ia у=х +1, de unde x=2 


b) x2—10=y% luînd y=x— 1, rezultă x= LA 
49. Dacă se ia: xy — p si x+y +z=q, atunci calculele sint nrmátoarele: 
(x+y) — (х? +у?)= 2p 
(x +y +2)(х +у — 2)= 2р 


me 2 +—2 
De aici х+у—7= P, z= IE 
q 


2q 
з 
Din aceleasi ecuatii avem: х+у=* 22. (1) 
q 
ху=р { 
х+у= q'+ 2p 
2q 
з 
2 9 +2р+ 24+р=0 
2q 


2qz?— (9° +2p)z +2pq=0 
2,—x— q'-2p4- V q 4p? 
4ч 


z,—y- Ч+2Р—Уч'+4р' 
4ч 
г 2 25 , 35 ie 
50. R. Diagonalele sint egale cu 12 e anta adică cu produsul lor 


24 , 51 10 
30 prin 1 4- — + — + — (valoarea aproximativă a lui ү 2). 
pri "en a o proximativ i y2) 


51. Combinînd procedeele propriu-zis algebrice cu regula falsei poziții, 
Abu-Kamil dă următoarea rezolvare: 

Se ia pentru început x,— 1. Atunci din condițiile a doua si a treia pentru 
yı se obține o ecuație bipătrată: 


1 +yi=yi 


SLE EEE d s ЕТ 

ŞI zi—yi Le 10 EE 

ET d. Ja zy 

заку) iyi 
10 


x 
ONCE S yE y 1 
ijt Vii + Vie Vr 


După o serie de transformări se aduce această ecuaţie liniară la una de 
gradul al doilea; 


100 +3x2+V5xi= 30x +y 500x? 
120 


1 1 E 5 
şi inmultind edili. =.= у 
s 8^ 4 


rezultă: x ?..75— V3 125 125—10x, de unde se obţine: 


x—5— VJ 3125— 50. 


Analog găsește: z=10—x—y etc. 


52. В. Vyac- Vbà = {/аБса; a, b, c, d sá fie divizori ai unei puteri 
de ordinul 4. п 
53. В. а) х=5+үт1. + үз? + ү750 2416 2 2416,08 
b) Fácind substitutia x*—z, se obţine y—12 etc. 
54. В. x=5—V6+V31; y=5+V6—V3I 


55. Sistemul a fost alcătuit pentru rezolvarea unei probleme ce i-a 
fost propusă lui Leonardo Pisano, de către dascălul Musc din Constantinopole. 
Facem substituţia x+y +z +u +v=t (necunoscută auxiliară) (1) 


Sistemul devine: (2+) = 


1 
t—y)= 
yH +i + у У)= 
2з 1 
Ed t—z)= 
(o 6 + as) 27s 
1 
ы t—u)= 
"+(к+т+р) —®=з 
1 
, t—v)= 
A titm za) ys 
A . " 15s — 13t x я 
Din prima ecuaţie deducem: х= ————; din а doua ecuaţie, у= 
2 
DIM Analog se calculeazá z, u si v care, introduse in relatia (1), 


permit determinarea necunoscutei auxiliare t. Se obţine, apoi, soluția x, y etc. 
independentă de f. 

56. Formula dobinzii compuse este: А = С(1 +r)”, unde C— capital initial, 
A= capital final, n= numărul de ani, r— dobínda la 1 leu pe an. În condiţiile 


log2 1 
problemei avem: 2C— C(1 +r)", de unde deducem: n= 9g ; dar r= od 
log(1 +r) 100 
(unde х reprezintă procentul, respectiv dobinda la 100 de lei pe an) 
log 2 ка 1. log 2 
logi 1 Ы : log] 1 
zl cu ix) x d xx) 
1. log 2 1  log2 1 100 logg2  100.0,30103 
n= —.lim ————9———— = >. —— z—.———— az 
x Е + 2); x EEP Р х loge 0,43136 
x30 О ту 100 “E 


А P i s 72 
Aen. ;deci R.— 59, în locul rezultatului lui Pacioli care era — • 
x x 
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57. Pentru rezolvare, Leonardo pleacă de la faptul că orice număr 
pătrat n? este suma primelor n numere impare. Folosește apoi formulele 
stabilite de el pentru sumarea pătratelor naturale pare şi impare consecutive. 
Rezolvă apoi în numere întregi sistemul: 


х? +а=у? 
x?— а= z? 


cu condiţia ca а=4 mn (m +п)(т — п), unde m si n sint numere întregi 
(atunci х= m? +п?). 

Alege pe m si n în mod corespunzător. 

Demonstreazá, apoi, că numerele de forma 4mn (m?— n?) sint divizibile 
cu 24. 


Dacă, în cazul dat, a nu se imparte prin 24, atunci ecuaţia se inmulteste 
cu un pătrat întreg încît noul termen liber să fie divizibil cu 24. 
Pentru a=5, cel mai mic factor care satisface condiţiile este 122: 


5-12:—720—4- 5-4 [(5-H4)- (5—4)] 
de unde rezultă: m—5, n—4, т?-Еп?=41 
Deci: pue 122— 49? 
— 5 + 122—312 


care după împărţire prin 122, dă: 
5 2 
3- 5— 
( ul y (4 m 
E =) —5= g ! 
12 12 
Căutaţi o rezolvare similară celei de la problema 47. 


58. Leonardo demonstrează că z nu poate fi număr întreg (pozitiv), 
deoarece din 


Y LE —2, rezultă x<2 
Ege LANE a , rezultă x<2, 


iar 13+2 + 1?--10- 1=13<20. Dar x nu poate fi пісі o fractie (raţională) etc. 

În sfîrşit el prezintă soluţia (în fracţii sexagesimale) х= 1°221 7 
ADI. 33У Ы 40V, remarcabilă prin exactitatea sa (cu 3:10^!! mai mare 
decit valoarea reală a rădăcinii). 


59. Iniţial, Kamil efectuează o serie de transformări: 


s V + V3x +V2> =20 


(и- ү) =196 + үз 2 x? =5x + /24х* 


5х + V24x* +102 х? =196+ = ча 
122 


ya +y 1302 +} 154 2 +2 ү 24-1302 = EE 
3 3 3 3 
x2+1 176—30x 4- V9 600x? 


De aici Abu Kamil obtine pentru x valoarea 
x=15+V2 300 — V1 449 +ү2 160 000 


care echivaleazá cu: х=15 +20ү6 — V1449-1600y 6. 

60. Se descrie un cerc de raza a; se duce diametrul WE. Din centru se 
ridică o perpendiculară pe diametru, care taie cercul in S si №. În sfîrşit din 
S, E, N și W se descriu cercuri de rază a, care se intersectează în punctele 
A, B, C, D, adică în virfurile pătratului cáutat!. 

61. R. Pentru dublare: se construieşte un pătrat pe diagonala lui 
(fig. 26): aria AEFC—2- aria ABCD. 

În rest, e suficient să se cunoască construcţia unui pătrat echivalent 
cu suma ariilor a două pătrate neegale: a?J-b?. 

Regula lui Apastamba spune: 

„Adunarea a două pătrate de măsură diferită (fig. 27): se taie cu, latura 
celui mai mic о fişie pe cel mare. Funia (așezată) oblic pentru această fișie leagă 
amîndouă ( pátratele)". 


a 


D С 


Z 


Об — 


A F 
A 
{> | 
i E 
- C 
Fig. 26. Fig. 27. 


62. R. ;(! +5), (paranteza reprezintă valoarea lui үз). 


Prelungim fiecare latură a pătratului in acelaşi sens cu un segment r 
şi scriem cá suma ariilor Adr. formate este egală cu ka3; 


k—1, 2...), de unde rezultă 2; 


pentru k=1, x,— aano si L? = (a +х,)? J-x*,. 


! Construcţia, in partea finală, este inutil complicată. De reflectat ce l-a 
făcut pe matematicianul indian să procedeze astfel. 
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63. В. г= ВУЗ. 


64. R. Se obţine ecuaţia: x? 4-V3x? — V300 cu soluţia x= ERE: 300— 


65. Plecind de la egalitatea n2+m?=2nm+(n—m)? pătratul căutat 
se obţine dacă în jurul pătratului (n— т)? se aşază 4 dreptunghiuri ==, 


respectiv de laturi m—n şi ap Cei fig. 28). MNPQ este pătratul căutat. 
m-—n 
Justificare. 
66. Din punctul A cu o razá egalà cu latura рани таге, ѕе роагїа 
ре baza lui inferioară segmentul CD : CD?=b?— 


67. În dreptunghiul ABCD cu laturile AB—a, AD-— b, se separă pătratul 
ABEF= a5 restul EFCD se imparte prin dreapta HG în jumătate, iar pe BF 
se construieşte dreptunghiul BIKF egal cu EFGH, (fig. 29). 

Găsiţi o rezolvare mai simplă, tinind seama că problema se reduce la 
construcția mediei geometrice a două numere. 


N ZZI 77] 


Fig. 28. Fig. 29. 


Astfel dreptunghiul ABCD se transformá in gnomonul AIKFGHA, egal 
cu diferenţa celor două pătrate date АПН si FKLG şi totul se reduce la con- 
structia de la problema precedentă. 


Algebric, relatia se prezintà astfel: 


ir ag Erw E 
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68. Ciju adoptă ca necunoscută principală suma cerută: v—x-4 yx? +y? 
(în notația noastră) si după o serie de transformări algebrice care cer multă 
indeminare ajunge la ecuația: 


—3 600—3 706 V—71 V?+34 V?— V1—0 


şi găseşte rădăcina 18. Apoi Ciju rezolvă separat problema în care se caută 
suma dintre cateta mare si ipotenuzá si ajunge din nou la aceeaşi ecuație. 


Noi am fi rezolvat sistemul: 
xy = 60 
x+y=17 si cunoscînd х= 5, y —12 
am fi calculat Vx! фу? 13, iar suma căutată ar fi fost 54-13—18. 


69. Rădăcina egală cu 4 este uşor de descoperit, aducind ecuaţia la 
forma: x2+x=4y2+4 si simplificind cu х? +1. 


70. Rezolvind ecuatia se gáseste 8 ca parte intreagá a rádácinii. Apoi, 
Ciju face substitutia x—y 4-8, de unde rezultă: 


576 y1+15 792 у? +159 553 у? +704 392 y —545 300-0 
И Š А : EN 
Apoi el noteazá y— 576 si obtine: 


zi +15 792 2°-Е91 902 528 22 4-233 700 360 192 z— 104 208 452 812 800—0 


Se găseşte 2= 384, de unde rezultă: 
= “ot si x=8 2: (Pînă în secolul al XVI-lea, algebriștii chinezi 
se limitează la găsirea unei singure rădăcini pozitive a ecuaţiei.) 


71. Autorul exprimă verbal regula de formare a ecuaţiei: 
şi adaugă laconic: 


„Efecluaţi operația de găsire a rădăcinii conform extragerii rădăcinii 
(cubice)'. Rezultatul va da prima latură. 

Adăugind la aceasta prisosul, obținem ipotenuza. Împărţiţi produsul 
cu prima latură, cîtul este a doua latură. 
Răspunsul: 


7 1 =~ 1 
=1 . c 9 . D. 2 2 — 
х= 4; у=4 FX z= Vx +y осе 


72. Раса o rotim ре un plan, atunci la о rotatie completá, urma ei 
dreptunghiulară va avea o arie egală cu aria roții însăși (deci şi a cercului dat): 


S=2rr =, deci egală cu aria cercului dat. 
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73 În notații moderne avem: 


b? 
a?— h2+ а , 


a?—25= (n- i 
2 


a*—2S 


+s= 

h 

z~ 
b b уар 
zt” 2 de 


74. R. 31 +2: 


2S—bh astfel incit: 


a?— 2S 
4 


a? +2S h 
4 - * 


b rev 
AES Vai— 25 
4 2 


h b 
unde rezultá = si 4 etc. 


75. În rezolvarea noastră avem: 


b 
Fig. 30. 


76. Punctul căutat este ace 
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Sı—S:=r unde р, q, r, m sint 


date: m(a—m)—p 


firea cerută. 


la unde circumferința ce trece prin capetele 
prăjinii este tangentă la pardoseală, — respectiv un cerc, ale cărui puncte 
îndeplinesc această condiţie (fig. 


31). 


Rezolvind acest sistem, se de- 
termină a, b, c, apoi rezultă împăr- 


Dacă S, locul sursei, nu coincide cu punctul de tangenţă, punctul S,, fiind 
exterior cercului, conduce la următoarea relaţie: 
N 


е AB =D AB 
таз. AS,b= 8260 < 22. — más. ASB. 


77, 


Fig. 32. 


^^ ^^ 
a) В=2С; AOE— A 4C—2C 4.C—3C 
^ 
C-BOC- BD deci Вр = ==. 
2х — = 1 a 
b) ВЁ=АЕ, deci 8D— 2 BF. 


78. Problema se reduce la rezol- 
varea ecuației: 


ax — x2=— b2 


Condiţia de asemănare a segmentelor de 
cerc implică: 


Aria AFB АВ! 1 1 A Xx E 8 


= —  — == — 
Aria AED | AD' (4/3) 3 Fig. 33. 


deci aria АЕВ= = aria AED; iar aria AED=aria (AFB +BGC +CHD), de 
unde rezultă proprietatea de demonstrat. 
80. a) ВЕ=1, Deci B=30* 


FCG = 180%—(30+ 90°) +GBH 
În ABDG dr. 


DG= E (ориѕ23<30°) 


BG? В! 
— + э. 
4 4 


BG?= 
3BG?=R; BG= —— 
3 
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ACFG—ABGH-2 GF= GH 


GF—yVCF*i-CGi- Ve: „® == 


(3 
2R y? (25) 
3] 4 Aria GH — (үз. 


Aria BC R? 3 Aria BC R 


= E (vezi fig. 2, pag. 31) 


b) Aria GF-1-- aria BC— Aria GH 
€) Aria lunulei FCBH=aria FCBHG, deoarece: 
2А sg FG—3A sg ВС 


2. 12—3з3.1 5—2. LE S 
3 2 


81. 
Aria trapezului: En 
TR’ уЗ 
Aria а 3 segmente: ue UR ше 
R? 
=, (2n—3V3) 
з 
Aria semicercului: i") Nis 
Fig. 34. 2\2 8 
: „SR? R? zo 3R'V3 TR? 
Aria a 3 lunule: . —4 Qx-343)- 17—-3- 
3R? 3 TR? тА? 3R? EJ 
(а) aaa y q.e-d. 
3 — 
82. R. — Х.У atunci Ead х= a? V2 


x y 2а х 2d T 
Exceptind condiția impusă, rezultă, mai direct, х2= 2а; x—aV2. 


83. 


A C 2а—2х В 
Fig. 35. 


2 2 уу 
да E 4- I = za x*— a? --2ax — x?) = = (2ах— 2х?) = 


CD?— 2х(2а— 2x) - 4x(a— x) 


Lm = CD'o = .4(а— х), "есі: Аа= Ас. 
86. R. (2 -10—8):= 144; 144 4-52—196 etc. N— 28 
87. Într-o zi fiecare fîntînă ar umple respectiv: 
1 1 


Ъз : , : 
; —; —; — din capacitatea bazinului. 
1 2 4 4 


Intr-o zi toate patru ar umple: 
a lqoq ee bazine 
1 2 3 4 24 


50 


cvs 1, ZI 
24 


1 bazin...x— Fr zile. 


1 1 1 1 1 1 5. 1 5 1 
b) —.—4-.—:.—2— — == — 


2.6 6 3 12 18 36° 6 36 36 
1 1,1 1 —1 1 449 5, 1 5 1 
с) —›— — = — = ——— 


2°36 3 36 72 "108 216 216° 36 216 216 
R. z-1 dahecani; suma: 216 · 11—2 376 dah. 
89. Răspuns (în sistemul modern de scriere): 
primul a primit 12, ul doilea 32 s.a.m.d. 
Anania dă răspunsul in fracţii egiptene: 


1 BES aitai 
- — — adică 1+ --rpE--r—-r—; 
2 5 10 55 2*5 10 55! 


41 1 1 1 14 
al şaptelea: 12 — — — Uu. HE 
2 10 22 30 33 55 
1 1 11 . 11 6 
—-4-—-:--— bazin; 1:— = — ore. 
90. R. 1t; t4 à ; xm 


91. Numărul bărbaților care învățau in şcoala lui Pitagora: К.д. 


5 S А 
tl din numárul total al elevilor. 


a Я 28 25 3 
Numărul femeilor ———= 


= — reprezintă 3 femei; deci ы reprezintá 
28 28 28 
1 elev. Deci numărul total al elevilor era 28. 
R. 25. 
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92. a) Solutie dată de juristul roman Salvius Iulianus. 

Dacă vom considera cá esența voinţei testatorului constă în raportul 
dintre cota mamei (m) faţă de cota fiului (s) şi de cea a fiicei (t), atunci din 
textul problemei rezultă că fiica trebuia să primească din moştenire o cotă 
de două ori mai mică decît mama, iar fiul o cotă de două ori mai mare decit 
mama. 

Prin urmare, moştenirea trebuie împărțită în 7 părţi egale, din care 
mama va primi două părți, fiul — patru părţi, iar fiica — o parte: 

m:s:t=2:4:1 Banc Е 
2 4 1 


Deci mama va primi Z din avere. 
b) Altă soluție: Voința testatorului ar mai putea fi interpretată în sensul 


Е 2 : 2 uud А 
că dorea să-i lase mamei cel puţin Е din avere. 


În acest caz, se imparte restul de Z din moştenire între fiu şi fiică 
2 


2 8 2 1 
raportul de 4:1. Atunci fiul va primi = .4=—», i u = —=— din 
р р 15 15' iar fiica BI 15 


intreaga mostenire. 
93. Folosind metoda „mersului invers“, avem succesiv: 


24 : 2—12 bani 
12+24=36 bani 
36 : 2= 18 bani 
18 +24=42 bani а avut după prima trecere; 
42:2—21 bani a avut la început. 
94. a) Judecătorul le „dăruiește“ o cămilă (pentru a obţine un număr 
divizibil cu 3 şi 5у15-—=5; 15.2 =9, iar 54-9—14. 
b) Analog. 


c) Judecătorul le mai „dăruieşte“ două cămile. 

d) Imposibil, suma celor trei fracţii este mai mare decit 1. 

95. Dacă la mărul rămas turcului adăugăm cele 2 mere date celui de-al 
3-lea paznic, obţinem 3 mere, care reprezintă jumătate din numărul total 
al merelor avute în coş după ce a trecut de al doilea paznic, adică 6 mere. 
Continuind raționamentul după metoda retrogradă, găsim că turcul trebuia 
să fure 36 mere. 


96. рк +5 фе +4=х; X=84 ani. 


97. a) Rezolvare algebrică. Fie х numărul de cămile: 


A. H Быша primeşte primul fiu; rest: sen 
B. MEN pu primeşte al doilea fiu etc. 
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Cum A=B, rezultă ecuaţia: cu soluția z=16 cămile. 


x+4 __ 36+4х 
25 


Problema se poate rezolva si grafic. Рат o astfel de rezolvare pentru 
cazul cînd fiul cel mare primeşte o cămilă şi T din rest etc. 
Considerăm (fig. 36) un pătrat cu latura de 6 cm!, de exemplu. Tăiem 


din el o fişie ABMN lată de 1 cm (hașurată în figură) si o agezám la dreapta 
părţii rămase. 


Acum aceeași fișie reprezintă o unitate si = din rest. 


Figura b reprezintă dreptunghiul rămas. Tàiem din el din nou o fisie 
MPQN lată de 1 cm si o aşezăm la dreapta părţii rămase; ea reprezintă două 


unități si E din rest. 
Figurile c, d şi e arată cà fişia a 3-a reprezintă 3 unităţi şi = din rest, 


fişia а 4-a reprezintă 4 unităţi din rest, iar ultima fişie, а 6-а, reprezintă 
6 unităţi şi nici un rest. 
Dacă arabul ar fi avut 6 • 6—36 cămile, ar fi prevăzut în testament 


А 2 E. wo scrobe А wd > n 
ca primul fiu să ia o cămilă şi — din rest, al doilea să ia, apoi, două cămile 
zo EON А ск INE sod i OT 
si 7 din rest, al treilea să ia trei cămile si F din rest s.a.m.d. La 6? cămile 


as | n А . 
apare fractia Ет al cárei numitor este cu 1 mai mare ca 6. 


b) În primul caz: 


Primul fiu să ia o cămilă si 1/4 din rest, al doilea să ia 2 cămile si 1/4 
din rest iar al treilea să ia restul. 
În al doilea caz: 


Primul fiu săia o cămilă si 1/6 din rest etc. (cind sint 5 moştenitori apare 
mereu fractia 1/6). 


În ultimul caz: Primul să ia 4 cămile si 1/9 din rest, al doilea să ia 5 
cămile si 1/9 din rest s.a.m.d. 


98. Cantitatea de cereale primità de cei 5 oameni formeazá o progresie 
aritmetică crescătoare. Notind primul său termen cu z, iar ratia cu y, rezultă 
că părţile primite vor fi respectiv: 

х; х+у; х +2у; х +3у; x+4y. 

Tinind seama de datele problemei formàm ecuatiile: 

х (x Ey) - (x +2у) +(x +3y) +(x +4у)= 100 
7(х Hx +у)= (х +2у) Hx +3y) +(x 4-4y). 
Ajungem apoi la sistemul: 
х +2y =20 


11х=2у, a cărui soluţie este: х=12;у=9— etc. 


! Numitorul fractiei minus unitatea. 


131 


1 Z 34 96 


EE 


ge 


SSSSSSNN 


0 


1 2 3% 2 


Fig. 36. 
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99. Notăm cu x timpul in care Bacchus bea singur vinul din amforă; 
cu y, respectiv, timpul lui Sileniu. 


Зу x, х+у-2 ^ x  7y 
10 5^ 2 5 10 


Sileniu ar fi golit amfora in 4 ore si Bacchus їп 6 ore. 


100. R.I-l(I— jin x—15 albine. 
о bi 


z 
5 


101. R. 50?-Lx?— 40? -(60— х); х—=22-- coti; d-x-377- coti. 


102. Ecuatia este: Vei x +2= x; rezol- A 
vînd-o obţinem x—72 albine і 
103. x?— 3° +42; х= 5 | 

| 

| 

| 


ОА=5 +3=8 unităţi de lungime. 7 
104. Numărul maimuţelor: х; ecuaţia: 
[E — = х? — 55x 250—0, 8 
x 3 
ps КЁ. x,=50 maimute, A 
[0] 
х= 5 maimuțe (nu convine). Fig. 37. 


105. AC—x; aplicind teorema lui Pitagora in triunghiul ACB}, găsim: 
(x 4-4)? 2 x? +16? 
8x—240 paşi; x—30 paşi 


106. Notind cu z cantitatea de aur din 
amestec si cu y cantitatea de argint, scriem 


ecuaţiile: 
х -+y=12 + 32 
19x 4-287 y — (x -y)- 21 Z 
х +y —384 
1х „1 
29 
— — — = 0 
х + 4 у 
9 9 3 456 
ата я 
38y = 3456 
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у= 3156 —90 Ë loturi (2 funturi și 2618 loturi); 
38 19 19 


x—384 — 90 18 — 293 1. loturi aur curat; 
19 19 


2з 2. i 
x= ——— = 9 funturi si 5ле loturi aur curat. 
107. a) x+ у= 36 x—]14 iepuri 
4x +2у 2100 y —22 fazani 
b) Solutie figurativà 
36 
capete |.1—— ——71 
picioare , — 22у 
36 24 24 : 2—12 iepuri 


108. Să admitem cá x este numărul de scoateri de orez cu lopata; y este 
numărul de scoateri de orez cu papucul; z este numărul de scoateri de orez 
cu ligheanul. 

Vom obţine sistemul de ecuaţii: 

19x +1=17у +14= 122 +1 
Din acest sistem avem: 
19x=12z; х= к 
19 

Întrucît x, y, 2 sint in fond numere 
intregi, putem presupune cá z— 19 t. 

Atunci obţinem ecuaţia nedetermi- 
nată: 

17у +13=228 t. 

Luind pentru f£ valoarea numerică 
minimă în cazul căreia y va fi întreg, 
adică t—14, se obţine: x=168; y=187; 
>= 266. 

Primul hoţ a furat 3 „și“ 1 „tao 
9 „şingi“ 2 „go“; 

al doilea hot a furat 3 „şi“ 1 „tao 
7 „şingi“ 9 „go“; 

al treilea hoţ a furat 3 „şi“ 1 „tao“ 
9 „şingi“ 2 „go“. 


“ 


0 109. În APBD dr, tgP— 20 = 
900p B . „ tg sa 
Fig. 39. B 900 (1) 
300--2R 
În APOC аг., tg f= R M cR (2) 


PC 10Y900+6R 
Egalind (1) cu (2) rezultă ecuaţia din care calculăm pe R: 
R? 4-150R?—1 215. 10'—0, a cărei soluţie acceptabilă este R22 025 раз. 
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Deci profilul transversal este de cca 4 050 pasi. 
Încercaţi o rezolvare in ipoteza că deplasarea se face pe arcul BC. 
110. Rezolvare. În notarea modernă, rezultă sistemul: 


Зх +2у + 2=39 
2x +3y + 2=34 
x +2y 4-32— 26 
Pentru rezolvare, chinezii au întocmit tabela: 
1 2 3 calitatea І 
2 3 2 » II 
3 1 1 э III 
26 34 39 másuri. 


Apoi, inmultind numerele din coloana a П-а cu „numărul calităţii 1“ 
din coloana a III-a, adică cu 3, şi scázind din ele de două ori numerele coloanei 
a III-a, au obţinut următoarea tabelă: 


1 0 3 calitatea I 
2 5 2 Е П 
3 1 1 » III 
26 24 39 másuri. 
În notarea modernă, tabela are următorul aspect: 
Зх +2у + 2=39 
бу + z—24 
х +2y 4-3z — 26 


Apoi, numerele din coloana a treia se scádeau din numerele intreite ale 
coloanei a doua si se obtine tabela: 


0 0 3 calitatea I 
4 5 2 5 II 
8 1 1 3 III 
39 24 39 măsuri, 
de unde se obținea tabela: 
4 5 calitatea II 
1 5 III 
39 24 másuri. 
În notarea actuală, aceasta dă: 
бу + 2=24 
4y 4-82— 39 
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În sfîrşit, inmultind numerele din coloana I-a, cu „numărul calităţii 
a II-a“ din coloana a Il-a, adică cu 5și scázind din ele „numărul calităţii 
a II-a“ din prima coloană, adică cu 4, ei obțineau: 


0 20 calitatea II 
36 4 5 III 
99 96 másuri, 


ceea ce dà tabela: 
36 calitatea III 
99 másuri, 
iar in notarea actuală: 36z— 99. 
De unde s-a obtinut cá snopul de cereale de calitatea a III-a este egal 


3 " E SEA i 
cu 2— măsuri, adică cu notarea modernă: 
4 


je 9030 măsuri, etc. 
36 4 
111. Numerele respective formează o progresie geometrică in care 
primul termen а,=1, iar ratia q—2. 
© anq—a, = 29 .2—1 = 2—1 
q—i 1 
log. 2%1= 64 log 2= 64 · 0,30103=19,26592 
254 — 18446666666666666666 


Cantitatea de boabe de griu ce se cuveneau vizirului este cu 1 mai putin 
si reprezintă aproximativ recolta de griu pe 10 ani de pe întreaga suprafaţă 
a pămîntului. 

112. Autorul manuscrisului propune următoarea rezolvare: în 12 ore, 
leul mănîncă 12 oi, lupul 6, iar cîinele 4. Împreună, ei mănîncă in 12 ore 
22 oi; urmează cá într-o oră ei апае 22 а oi, iar o oaie o mănîncă in ore. 


113. S=1 +2 +22 4-28 +... +2” 230, 
Avem о progresie geometrică in care primul termen este 1, ratia 2, 
iar numárul termenilor 31. 


gn 34" —D _ 1G 7D. 95. .1.:2147183647 


q-1 X 2-1 
—2 x42 x—2 
114. *Ž +1=*Ž х+2 _ 

m 4 2 2 

—2 z= = 
x-2 = 3t x-2 x42 x-6 

4 4 2 4 4 
x—6 3= #18 

8 8 
= +2 9 — =; х=30 prune. 
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115. 


116. 


117. 
118. 


119. 


у+1=2(х—1) х= 5 saci (ducea calul) 
y—lex41 у=7 saci (ducea catirul) 
2 
(5:2). 
n, = =6 огі; 
15 
2 1 
(s) 
ns = =5 ori 
15 
40 : х=45(х— 1); x—1=8 zile. 


Pentru 24 caiele el a trebuit să plătească: 


++ 14-2--2?4-23 +... +2? copeici; 


21.2— — 
$ сш ai due 4194303 2 copeici, 
2-1 4 4 
deci aproape 42 000 de ruble. 
M tal. dto te dU aoc. аксыл, 
14 x 10 x 10 14 110 4 


120. 


121. 


122. 


123. 


124. 


125. 


126. 


127. 


7+2 = 5 +x; x—4,80 ruble. 


ЕЕС RS x—420 oameni. 
5 7 4 
х—1=у-+1 x=7 vedre, 
x+ =2(y—1) y=5 vedre. 
ху х+у_12з,. 
5 з 5+з 8 2’ 
с -— х = 1? =7 r ore 
5 2 2 
2 1 
x + 2у=38 x=25— ruble, 
3 3 
y +Žx=38 y=19 ruble. 


Formăm ecuația: 


65535=1 +2 +2 +2 +... +277! 
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2x-1.2—1 : 
sau 65535— GC Um: 2* —1 de unde obținem: 


65536—2* si x—10. 


128. X. 35,22€. у дох x= 00450 2.945 ruble. 
9 21 105 
I —9,45 Е = 1,05 ruble, 
II —945.7.—3,00 и 
Б] 


III =945.— —2,88 » 


129. a) Cel cu 2 piini ia toti banii; b) unul іа 2 lei, celălalt 5 lei; с) unul 
trebuia să mai dea 1 leu, iar celălalt urmează să primească 5 lei; d) unul 
primește 2 lei, altul 1 leu, iar al treilea nimic. 

130. Hotărăsc să vindà ouăle nu cîte 10 cum se obișnuia, ci cite 7. 
Pentru fiecare grupă de 7 ouă să ceară 3 copeici, iar pe cele rămase să le vindà 
cu cite 9 copeici oul. Procedind astfel fiecare încasa: a) (7) · 3+3 · 9—30 co- 
peici; b) (7): 4: 3--2- 9—30 copeici; с) (7): 7: 3+1 · 9—30 copeici (am no- 
tat cu (7) o grupă de 7 ouă). 

131. Evident meditatorul trebuia să rezolve problema aritmetic. Folo- 
seşte, în acest caz, metoda falsei ipoteze; presupune că s-a cumpărat numai 
stofă neagră: 

138 - 3—414 lei; 
540—414= 126 lei. 

Împarte diferenţa totală la diferenţa unitară: 

126 : (5—3)=63 m stofă albastră, 
138—63—75 m stofă neagră. 


132. După ce a trecut capra pe celălalt mal, omul se întoarce, ia în 
barcă varza și o duce pe celălalt mal; aduce înapoi capra; trece cu lupul, se 
intoarce şi ia în sfîrşit capra. 


133. 2x+ Ž 4+ * +1=100; x=36 gişte. 


134. În timp ce iepurele face 3 sărituri, cîinele face 2, care sînt cît 5 ale 
iepurelui; deci cîinele cîştigă 5—3, adică 2 sărituri de iepure în timp ce face 
2 de-ale lui; deci la fiecare săritură a lui cîştigă cîte o săritură de iepure. 

Cele 75 sărituri le cîştigă după 75 sărituri de-ale sale. 

Deci după 75 sărituri cîinele ajunge iepurele care era înaintea lui cu 
75 sărituri. 

135. Notăm cu x numărul săriturilor pe care le mai face vulpea. 

Cînd vulpea face 9 sărituri, ogarul face 6; deci cînd vulpea face x, ogarul 
face = adică z sărituri. Ştim apoi că 3 sărituri ale ogarului au ca lungime 7 
sărituri ale vulpii, deci: 

7 14x 


2x .. : А : 2x ga . T 
з sărituri ale ogarului au ca lungime pu mE sárituri ale vulpii. 
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Dar lungimea parcursă de ogar este dată si de relația: 
60 +x. De aici, ecuaţia: 
DA 6004; х= 108 sărituri. 
136. О săritură de сііпе = 


sárituri de cal; 


6 sărituri de ciine = 


ajs ajs 


2155, : 
»6= 2 sárituri de cal; 


Fie х distanța ce o va parcurge calul: 
5,5 -x 


=; х= 5 25 кп. 
5 11 


юр 


2. Probleme captivante 


1. Cere: R=- L3! ym, S— 1 ки? 32 ha. 
T 


T T 
2. x+120=3(y 4-25) x—7395 ruble, 
x +25= 2(y +120) y=260 ruble. 


3. Dacă cei doi ciini ar fi tras sania încă 50 de mile, intirzierea ar fi 
fost numai de o zi, nu de două zile. 


De vreme ce intirzierea a fost de 2 zile, rezultă că mai rămăseseră de 
străbătut încă 100 mile. 


Dacă el s-ar fi deplasat după prima zi tot cu viteza iniţială, atunci în 
loc de 100 de mile ar fi străbătut 100:;2= 166 = mile. 


Cele ce mile pe care le-ar fi parcurs în plus i-ar fi economisit două zile 
de drum. Ге aici rezultă că viteza prevăzută inițial de Jack London era de 
33 —- mile pe zi. Їп prima zi el a strábátut 33 —- mile. Adunindu-le cu cele 
100 de mile rămase, aflăm că pînă la tabără erau 100 4-33 = — 133 i mile. 


4. Restul de 8 cartofi reprezintă 2/3 din cartofii (Су) ce erau pe masă 
cînd s-a sculat al treilea drumet (D;). Deci: 


G= 8: =8:Ž =12 cartofi, 


2 
3 
2 A 
C,—12: x —]18 cartofi, 
C,—18: 2. 
3 


Au fost deci, la început, 27 cartofi. Fiecare drumeţ avea dreptul să 
mănînce 9 cartofi. Așadar: D, nu mai mănîncă nimic; D; mai primeşte 9—6—3 
cartofi, iar D 9—4=5 cartofi. 
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5. Problema nu este „grea“ decît dacă se cere rezolvată mintal. În acest 
caz, putem gîndi astfel: Consider fiecare număr (baza puterii) ca o sumă, 
exemplu: 12=10 +2 etc. 

Ridic la pătrat mintal după formula binomului; rezultă (schematic): 


500 

20+ 1 
40+ 4 
60 4- 9 
80 --16 


700 +30, 730 : 365—2. 


6. La plecare sînt deja pe drum 7 vapoare, fiecare la o zi distanţă unul 
de altul. Íntilnim pe zi 2 vapoare, iar pe tot parcursul, 13. Al 14-lea tocmai 
intra cînd plecam noi, iar al 15-lea pleacă atunci cînd ajungem. 

Pe un interval de o zi întilnește două vapoare: unul la 1/2 zi drum (după 
12 ore), altul după o zi drum (la 24 ore). 


Fig. 40. 


20 m · 60—1 200 s 5 m:3 s=3 m:5 s=15 m. 


Se duce si se înapoiază in 8 s, deci: m. 15=2 250 m. 


8. Vom numi iarba care crește pe o arie într-o zi ,ratie" (cotă). Din 
primele două livezi, pe lingă iarba care era în ele s-a mai păscut 48 - 18—864 
si 90 - 30= 2 700 raţii. Pentru a vedea cit este de mare o ratie să folosim metoda 
transformărilor succesive са să avem același număr de boi si de zile în cele 
două livezi. 

Luăm a 16-a parte din numărul boilor și a 3-a parte din numărul zilelor 
la prima livadă și găsim cà 4 boi în 6 zile pasc 1 arie si 18 ratii. 

Luăm а 16-а parte din numărul boilor şi а 5-a parte din numărul zilelor 
în a doua livadă şi găsim cá 14 boi în 6 zile pasc 3 arii si 90 de ratii. Deci 28 de 
boi in 6 zile pasc sau 7 arii si 126 raţii sau 6 arii si 180 de гаўіі. 

De aici reiese că o arie echivalează cu 54 de гаўіі. 


Prima livadă echivalează cu 3 456 de ratii şi 1 bou paste 3 ratii pe zi. 
Livada a 3-a echivalează cu 4 440 de ratii, deci pe zi 222 ratii. Se pot hrăni 
acolo 74 boi. 
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Cum procedám dacá datele problemei sint schimbate? Aducem datele 
problemei la acelaşi termen de comparaţie şi anume: Vom căuta să avem 
acelaşi număr de boi şi de zile pe primele două pășuni si să găsim, apoi, o 
unitate de măsură unică pentru cantitatea de iarbă pe care o paşte un bou 
pe zi etc. 

9. Fie x numărul boilor (pe ultimul izlaz); y, înălțimea iniţială a ierbii 
şi z, cantitatea cu care crește iarba zilnic (y si z: necunoscute auxiliare). 


Volumul ierbii pe primul izlaz—3.—- ha (у +282). 


1 
3 — (у +282) 
CURT E E 3 
Un bou mănîncă pe zi: ; 


12.28 
з ÎL (4.282) 
н 7. 
z O+ 10(y+63z)  24(y +1262) 
——— @ ШШ ee MÀ yeee 
12.28 21-63 x - 126 


1 
(23 - 21 - 10-12) -28-632 
УЛ ул ve iem =84; 
1012283 - 21 -63 


se introduce în ultimele două rapoarte, dispare z și se obţine: 


1 
zl 3 з. - 21 - вз) (126—28)+10 . 12 . 28(63— 126) 
N - 36 bei. 
э + 10 . 126(63— 28) 


Generalizare. Se pot face următoarele notații: iarba unei livezi cu aria S, 
a putut hrăni n, boi timp de t, zile. Iarba unei livezi cu aria S, a hrănit n; boi 
timp de t, zile. Să se afle citi boi poate hrăniiarba unei livezi cu aria S timp 
de t, zile. 


Rezolvare. Să presupunem că înălțimea ierbii era aceeaşi în cele trei 
livezi, înainte de ducerea boilor la păscut; notăm această înălțime cu y. Mai 
presupunem că iarba creşte pe zi cu aceeaşi cantitate z. Cantităţile y şi z 
sînt necunoscute auxiliare. Fie z numărul boilor care trebuie duși în ultima 
livadă. 

Într-o zi iarba crește cu cantitatea z; in f, zile creşte cu cantitatea /,z. 
Deci in prima livadă înălțimea ierbii devine (у --t;z) după f, zile. Volumul 
ierbii este 5,(у +t,z). Acest volum este mincat de n, boi în t, zile. Deci un 
bou mănîncă într-o zi: 20260, În mod analog, cantităţile mincate de un 

п 


bou intr-o zi, in celelalte livezi sint; SZH Sy ttz), 


п, , d tx 
Scriem că aceste cantităţi sint egale: 
(1) 5,(у +47) = SAY tz) = SX + t2) 
nt, net: tx 
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(Sm —Sany)t;t;z 
S,n,t; — Sant, 
Ducem valoarea lui y in ecuatia formatá de ultimele rapoarte din (1). 
Dispare z si gásim: 


Deducem: y— 


S,(S,nit,(t; — t) +50100, — t) i 
S,S,t,(t, — t;) 


z— 

10. Notind cu z, у, 2, и şi v numărul cangurilor, vulpilor, serpilor, tigrilor 
şi urangutanilor, avem ecuațiile: 

1) x+y +z +u +y=37 

2) 2(x +y) +4(y +u)=86 

3) x+y +22 +u +v =44 

4) x=y +u 

5) z= u +y 
cu următoarea soluție: 

x=13, y=10, z=7, u=3 şi v=4. 


11. Fie x, cîte ouă avea prima țărancă. Din ipoteza făcută reiese cá cele 
două fáránci vindeau ouăle си: 


2 
62 
3 s 15 ics е " А 
» respectiv HN creitari.  Scriem că sumele încasate erau egale: 
—x 
E 
х: x zx (100—х). ; X—40 ouă. Rezultă са a doua tárancá adusese 
—X х 
60 de ouă. 
12. 170—10 x=10y x=9, 


170—170y =170x у=8 m/s. 


13, х= numărul cosașilor, 
2= сі coseşte fiecare pe zi (necunoscută auxiliară); 


XZ х7 XZ . 
—+—=2[—+z]; x=8 cosași. 
E (2+2); 5 
Rezolvare aritmetică (metoda figurativă). —— 
a) Dacă pe izlazul mare a lucrat o jumătate de zi întreaga echipă si 
o jumătate de zi numai o jumătate de echipă, este clar că într-o jumătate 
de zi, o jumătate din echipă cosește 1/3 din izlaz. Prin urmare, pe izlazul mic 
1 1 


" ыры " 1 Я К 
а rámas necositá o suprafatá de ае Dacă un cosas coseste într-o 


> 8 : xo 
71 n din izlaz, iar in total a fost cosit t tnt, reiese cá in total au 
fost 8 cosagi. 
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b) Luám ca unitate de timp comuná t = " zile. Terenul I (hașurat) este 


cosit în 1/2zi de2 oameni. În două jumătăţi de zi, prima jumătate din grupul 
de cosaşi coseste două loturi egale А= C, iar a doua jumătate a grupului de 


oameni 


222 


2oameni 
Fig. 41. Fig. 42. 
cosași cosește alte două loturi egale, В şi D. Dar В este dublul terenului 1 
hașurat, deci a fost cosit într-o jumătate de zi de 4 oameni. 
Rezultă că grupul s-a împărţit în două echipe de cite 4 oameni, deci 
era compus din 8 oameni. 


14. Producţia în 1950 este de 5000+ 2. 5000— Ê -5000 tone. Deci 
producția unui an este Č din producția anului precedent. Deci în x ani pro- 


ductia totalizatà va fi: 


5.000 4- -. 5 000 + 6) 50004... 1)" * 5 000— 50 000 
р] 


Impártind cu 5000 avem: 


Aplicind logaritmii, obţinem: 


x Ig = —]1g3 sau х= d x—6 ani. 
O im 
. = —C———M——P 


A 
Fig. 43. 


Notez distanţa BC cu 2; AB=2(x +1). Tinind seama că iluminarea este 
invers proporţională cu pătratul distanţei de la izvorul de lumină, avem: 
20. х= de unde: 5x2—16x—16=0 soluţia acceptabilă x,=x=4; d= 
45 (x42) 
= 2(x +1)=10 m. 


144 


16. R. 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256 si 489 lei (de fiecare dată dublu 
apoi restul), căci scriind numărul în baza 2, avem: 
1000,,=1111101000,=1 : 22 +1 · 2#-„1- 2? F1: 28 +1 · 25 +0 · 21+ 
+1: 22 +0 - 22 +0 - 21-0 · 2°; inlocuim ре 1- 29= 512 си 1 +244 +16 4-489. 
17. Notàm си х viteza trenului I, cu y viteza trenului II si 2 distanta AB. 
Socotim vitezele in kilometri pe minut. 
BIA —_ 


E C e [i 
l- —37km — -4 
Fig. 44. 


Rezultă imediat ecuaţia: (1): 87x +57y=7Z. 
La ora 19, distanţa între trenuri se micșorase cu 4/5 din distanța AB, 
adică trenurile au străbătut împreună, în timp de o oră: 


60x +60y= HZ sau (2): х+у= = . 
Din sistemul format din ecuatiile (1) si (2) deducem: 
3Z 22 
= —; у= = S х=—; = —* 
125 375 375 375 


Rezultă х> y, deci punctul С este la dreapta punctului 0. De asemenea 
С’ se va afla la stînga punctului 0. 

La întoarcere, trenul I parcurge distanța BC'— BC --CC'—57y +37, în 
acelaşi timp în care trenul II parcurge distanţa AC'= AC— CC'—87x— 37, deci: 

(3) 57у +37 = 87x —37 

х М 

Scriem că suma numărătorilor pe suma numitorilor este un raport egal 

cu fiecare din rapoartele date: 
87x + 57у 57у +37 _ 87х—37 


(4) SATIY А АЕС ct 


x+y x y 
Tinind seama de ecuațiile (1) si (2), ecuațiile (4) dau sistemul: 
2 


75 х у 
5) 75х—57у=37 х=1 km/minut, 
87х—75у=37 у= Ž km/minut. 
AC=87x=87 km 
CB=57y=58 + 2 —38 km; AB=125 km. 


Vitezele trenurilor sînt de 60 km/oră şi 40 km/oră. 
AC=87x—37=87—37=50 km. 
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Timpul їп care a fost parcurs drumul AC este egal cu Z h=] oră si 


15 minute. 
Deci trenurile se vor întîlni la ora 19 si 15 minute. 
Soluţia aritmeticá dată de autorul problemei. 
„Dacă ambele trenuri, pornind seara, parcurg într-o oră (de la 18 la 19) 


i din distanța A B, ele vor parcurge 1/5 din aceeași distanţă într-un sfert де огй. 


Deci ele se vor intilni la ora 19 si 15 minute, după o oră si un sfert de mers. 

Dimineaţa trenul din A mersese 87 de minute, de la ora 6 pînă la ora ї 
şi 27 de minute, deci cu 12 minute mai mult decît seara, pe cînd trenul din B 
numai 57 de minute, de la ora 6 si 30 de minute pînă la ora 7 si 27 de minute, 
adică си 18 minute mai puţin. Deoarece distanța parcursă atit dimineaţa, cil si 
seara este aceeași si anume distanța A B, rezultă că distanţa făcută dimineaţa mai 
mult de trenul din A este tocmai cea făcută mai puţin de trenul din B. Deci trenul 
din A merge mai repede decît cel din B, prin urmare seara întîlnirea se va face 
în C la 37 km de C, de partea staţiei A, fiindcă trenul B, care pleacă seara din A 
face pînă în C numai 75 de minute și cu o viteză mai mică. Acum problema se 
rezolvă numaidecit. 

Seara trenul din A, care pleacă acum din B, parcurge distanța de la B 


pînă la C in 75 de minute; însă distanţa BC elo parcurge în = 38 de minute, 


fiindcă aceeași distanţă este parcursă dimineața de trenul din B in 57 de minute. 
Prin urmare, trenul din A parcurge distanța de la C pînă la C', care este 


de 37 km în 37 de minute. El аге deci o viteză de 60 km|oră. Trenul din В va avea 


12 - 60 
deci o viteză de 


= 40 kmloră. Distanţa AC, parcursă de primul tren in 87 de 


minute, va fi de 87 km, iar distanța BC, parcursă de același tren în 38 de minut 
va fi deci de 38 km. 

Distanța totală este de 125 km." 

18. Problema se reduce la a găsi cite hirtii de 3 ruble (x) trebuie să 
dea cetăţeanul ca să poată primi restul în hirtii de 5 ruble (y): 


3x —5y —19 (unde = si y sînt numere întregi şi pozitive); x = 09У n 


=6+y + EM . Egalitatea va avealoc numai dacá si ыу este număr întreg. 
Fie t valoarea acestei fracţii. Atunci 
x=6+y +t, unde t= Iry 
3t—1 t—1 


3 t=1+2y (1); 2y=3t—15; ye ves 
Punem iar conditia catt să fie număr intreg—t,. 


Relaţia (1) devine: y=t-+t,, în care t, — M de unde 2t,—t— 1 si t—2t, +t. 


Înlocuind valoarea t—2t,--1 in ecuaţiile precedente, obținem: 
y —t 4t, 7 (2t, +1) ct, —3t, +1 


! Mai scurt, rezultă de aci cá t este impar, t=2 k+1. 


х=6 +y += 6 (3t; +1) (2t, +1)=8 +50, 
Astfel, pentru x si у rezultă expresiile: 
x=8+5t,>0 
y=1+3t,>0 

Rezolvind, rezultă t>- şi >= 

Dar cum t, este un numár intreg, deducem cà pentru el sint posibile 
numai următoarele valori: t,—0, 1, 2, 3, 4,... 

Valorile corespunzátoare pentru r si y vor fi: 

x=8+5t,=8, 13, 18, 23,... 
y=1+3t,=1, 4, 7, 10,... 

Am stabilit, astfel, modul in care poate fi făcută plata: Cetăţeanul va 
da casierului 8 hirtii de 3 ruble și va primi de la acesta din urmă o hirtie 
de 5 ruble (8: 3—5=19 ruble). 

20. Н. 100 pionieri şi 10 echipe. 


15 
21. Rezolv fică ГАШ 
ezolvarea gra 1са ——.— 4. 


х 7_ 
4 — 2— 


s Cs з Beak 


|8 16 
[А] 3 
ATA 
^A 
DO 2 
N 
N 


Fig. 45. 


Notă: Numărătorul indică ordinea mișcării; numitorul, numărul loco- 
motivei care se deplasează. 
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22. Trec intii cei 2 fii. Unul din ei aduce barca înapoi si trece tatăl. 
Pe urmă, celălalt vine si ia pe fratele său. 

23. Intuitia practică ne dă un răspuns afirmativ. Dar să vedem ce 
spune calculul. Construim figura 46, în care avem toate elementele geometrice 
şi fizice ale problemei. 

Triunghiurile ACO şi OKL sint asemenea, deci: 


OL ок 
A С В —=—— sau —= 
——-—-i——-— AO ОС 1 
0 2 
G 
Fig. 46. - demde p= 52. 


G1 şa > > 
Formula F— "у eXPrimă adevărul că forţa F cu care lampa trage de 


cablu este proporţională cu greutatea lămpii si lungimea cablului și invers 
proporţională cu săgeata. 
15.20 


4.015 
Pare într-adevăr surprinzător са o forţă de 15 kg (greutatea lămpii) 
să se descompună în două forte de cîte 500 kg, dar aceasta este realitatea; 


Dacă însă mărim săgeata, valoarea forţei de întindere a cablului scade 
pinà cînd poate deveni egală cu jumătate din greutatea lămpii (cina f= iV 


Înlocuind, avem: Е= —500 kg. 


24. Fie AB— x lungimea finală a bradului, BC—y lungimea pierdută 
АС=х +у lungimea iniţială a bradului. Cînd razele soarelui fac cu solul, 
presupus orizontal, un unghi «=60*, umbra bradului AC=x, iar cînd razele 
soarelui fac cu solul unghiul 6= 30°, umbra bradului AB este AE—y 4-20 m. 


Din triunghiul dreptunghic CAD avem: 
CA=AD іса 
y +x=x tg 60° 
Din triunghiul dreptunghic BAE avem: 
BA—AE:tgf; х= (у 4-20) - tg 30°. 
Obtinem sistemul de ecuatii: 


х+у=х. үз cu următoarele 
soluţii: 


x = (y +20) - A. x—20 m (lungimea finală), 
y—14,64 m (lungimea pierdută), 
X--y—34,64 m (lungimea iniţială). 
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Observare. Triunghiurile CAD si EAB sînt egale, avînd cite o catetă 
egalà cu x si cite un unghi de 30°. 

Rezultă deci, direct: x+y=y +20; x=20 m 

25. Fie x, y, z mizele ce se pun pe caii A, B, C. 

Dacă A ciștigă, jucătorul primeşte ax si a plătit (x+y +z). 

Rezultă ecuaţia: ах=х +y +z +s (1) 

Dacă ar cîştiga B sau C, trebuie să avem ecuaţiile: 


by-x-y-z-s (2) 
cz=x +y +z +s (3) 

Pentru rezolvarea acestui sistem, scăzînd ecuațiile două cîte două, 
obținem!: ax—by=0; by—cz=0; ax—cz=0. 


= 2; = y. Ducem aceste valori in prima ecuaţie şi avem: by = 
by by 
= +y + Pq +5, 


у= uu „> apoi, din ecuatiile (2) si (3) scoatem: 
abc—ab-—ac — bc 


bcs . abs 


=—— ; =-————: 
abc—ab—ac—bc' abc—ab-— ac— bc 


26. Notàm: x, lăţimea fluviului; v, > v; vitezele celor două poduri. Fornám 
ecuaţiile; 
x — 720 720 
Кыш РЕ 


x— x—720 | (r4, 120 279 10, p 400. 


У, У, У; M 
A doua ecuatie devine in final: 
x—320 x4 320 x x + 320 


Va MA T x— 320 


А š : : vi x—720 
Prima ecuaţie se mai poate scrie: — — 


Va 720 
Prin egalare se obţine ecuaţia a cărei soluţie este x=1 760 m. 


27. Fie x numărul de echipe; ecuația: x: 1-55 


х= 11 echipe. 


28. Problema se reduce la desenarea figurii 6, pag. 49 65 cu o singurá 
trásáturá de creion. Dar aceasta este nerealizabil, deoarece, alegind un punct 
oarecare din A, B, C, D ca punct initial si unul oarecare ca punct final, va 
trebui să traversăm în drumul nostru prin două (trei) puncte, care nu vor fi 
nici inițiale, nici finale. 


1 Mai simplu: x+y+z+s=k, deci ax=k, by=k, cz=k; k este dat de ecuația 
k k k 
— +> + — +s=k etc. 
а b c 
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Concluziile la care a ajuns Euler, studiind o problemă mai generală, 
sînt următoarele: 


a) Figurile care au numai noduri pare (unde se întîlnesc un număr cu 
sot de trasee) sau numai două noduri impare se pot descrie dintr-o singură 
trăsătură de creion, plecind de la oricare din noduri. 


b) Figurile care au mai mult de două noduri impare nu se pot descrie 
printr-un singur parcurs continuu. 


2 
х „ы MÀ US nos uri p AS aes E EU RÀ 
Тош, 1 т ы 
29. A < C c ~ 
D PIINE A TL 
y S xE 3 y p — 2, 2km 
— ы ысы XS — X 
Fig. 48. 


х= viteza cáláretului; y= viteza drumeţului. 


40 5 2 
(x+y)! a =2(2 Tus ае 


ta 
— 


5 2 
—у=2 — ’ 
puce 


Scotínd valoarea lui 2у din ecuatia a doua si inlocuind in prima, ob- 
x 


ţinem: 2, У. —?У—12 
х 6 
5 _ 5 „| 5y—12 
Ge ener) 
5 5 5 5y—12 
x} y=442.2 
Ane t zT 7 


5х J-5y 212 +10у +5у — 12 
5х= 10у; х= 2у 
Înlocuind în ecuaţia a doua, avem: 


D902, р 59—12, 183.6 km 
2y 6 6 5 
х=2—у=2. 3,6=7,2 km. 

О solutie mai simplá (Eugen Rusu): d— AB; ір timp ce cáláretul (C) parcurge 


d+2, drumetul (D) face d— 2, deci bur : Distanţa d făcută de (C) 
y 
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in 50 minute, iar de (D) in 100 minute, deci Te =n Din 222, ге- 

zultă d—6 etc. 
30. AB—10; ВС= 3; CE=2. 
CD=2 +x; AD—15—x. 
EH=8; НО=х—8. 

În triunghiul AHD (dr.): 

(15— х)2= 3? -(x— 8) 


х= ==, CD—11-4-2—13 


10+13 
2 


S trapez — -3 = == 34,5 vp. 

Dacă parcela înconjurată ar fi fost un dreptunghi cu același perimetru 
(30 verste) suprafaţa înconjurată ar fi fost mai mare (10 · 5—50 vp sau 7,52= 
= 56,25 vp, în cazul cînd ar fi fost pătrat). 

33. Ar rezulta că energia poate lua naştere „din nimic“, ceea ce nu este 
posibil. 

Procentele de reducere a consumului trebuie aplicate succesiv, astfel: 


100 kg combustibil 2 =30 kg economie. 
(100—30). 2® = 31,5 kg economie, 
100 
(70—31,5). 2. = 9,625 k 
Dy 100 , g » 


Economie totală: 30 --31,5 +-9,625=71,125 adică 71 Ly, 


34. Într-un minut ele parcurg: (9 000 +21 000):60=500 mile. 
În ultimul minut, distanța dintre ele este de 1317 —2.500= 317 mile. 


35. Vezi figura 50. 
Plecînd din A se urmează traseul ABC (plin), apoi traseul 
CDA (punctat). 


36. Să considerăm efectivele la mijlocul focului, căci 
ele variază în diferite momente ale luptei. În cele 10 mi- 
nute, pînă la finele luptei, pleacă de la A si de la B respec- 
tiv cite 50 si 60 focuri de fiecare trăgător, din care sînt 
ucigătoare 0,10 si 0,24. De aici reiese că efectivul lui A se 
reduce în 10 minute cu 0,24 din efectivul lui B şi al aces- 
tuia cu 0,10 din efectivul lui A. Însă diferența efectivelor Fig. 50. 
nu se schimbă, dacă pierderile unei linii le-am da ca spo- 
ruri la linia cealaltă. Deci după 10 minute de luptă, diferența efectivelor 
este egală cu 1,1 din efectivul A micşorat cu 1,24 din al lui B, diferență care 
s-a dat egală cu 92 soldați. Apoi linia A dînd 8 000 focuri mai mult ca linia B, 
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reiese са de 100 ori efectivul lui А intrece de 120 ori efectivul lui B cu 8 000, 
sau cá efectivul lui А redus cu 1,2 din al lui B face 80 oameni. Prin urmare 
1,1 ori efectivul lui A, redus cu 1,1 înmulțit cu 1,2 egal: 1,32 ori efectivul Hui 
B, face 88 oameni. Deci 0,08 din efectivul lui B face 4 oameni. Deci pe linia B 
sint 50 oameni. Ei au tras 6 000 focuri. Prin urmare din linia А s-au tras 
14 000 focuri si deci acea linie are 140 trăgători. 


De aci deducem cá pe linia A erau la inceput 152 soldati, pe linia B 
erau 64; cá la mijlocul luptei erau respectiv 140 si 50, iar la finele luptei, 128 
si 136 soldati. (Soluţia este aproximativă, căci nu se ţine seama că trăgătorul 
ucis nu mai trage. Admitindu-se o repartizare uniformă a uciderilor în timpul 
luptei analiza matematică dă efective, la început, 140 şi 54 oameni, iar la 
finele luptei, 124 şi 24.) 

37. Considerind că în datele problemei nu s-a strecurat nici o greşeală, 
deducem că numerele nu sînt scrise în sistemul zecimal. Fie x baza sistemului 
de numerație necunoscut. 


În acest caz, numărul 84 înseamnă 8 unităţi de ordinul al doilea și 4 uni- 
táti de ordinul întîi, adică: 


„84“ = 8x +4 
»94" = 5x +4 
Avem ecuaţia 8-8—95x--4, ceea ce în sistemul zecimal înseamnă 
64= 5х +4, de unde x—12. 
Numerele sínt scrise deci їп sistemul cu baza 12 si 


,84" —8 - 12--4—100. 


Rezultă: dacă 8. 8—,54", atunci ,84*—100. 
În mod analog se rezolvă problema: Cu ce este egal 100, cînd 5: 6— 33? 
R. 81 (in sistemul de numerafie cu baza 9). 


38. Cistigà lupta peştişorii-diavol in cel mult 6 minute. 
O soluţie: Faza І: 9 peștişori neutralizează 3 pesti-rege, 


4 Y ucid in 3 min. 1 peste-rege. 
Faza II: 4 peştişori ucid in 3 min. 1 peste-rege, 
4 " sU озу gyocd 3 PP 
5 Ў, » » 2 min. si 24 s, 1 peste-rege. 
39 R. x— 1/3. într-adevăr: 
x'—(1/3)35—3 şi prin urmare, x*' —x*—3. 


40. Ridicind ambele expresii la puterea a 10-a (egalá cu c.m.m.c.m. 
al indicilor radicalilor), obtinem: 


(V5) —5:—25  (y2)'—2:—325 V2>1/5. 
152 


41. Fie P si M punctele respective, Р’ si M' proiecţiile lor pe planul pardo- 
selii. Desfășurînd figura din spaţiu pe acest plan, punctele P, P', M'. M sint 
coliniare, deci traseul respectiv este minim: Т= 13 +30= 43р · 30,5— 13,115 m. 


Fig. 51. 


42. O variantă mai veche a acestei probleme, în care se făceau 6 împărțiri 
succesive ale nucilor de cocos, conducea la formarea a 6 ecuaţii nedeterminate. 
Dacă N reprezintă numărul initial, F numărul primit de fiecare la împărţirea 
finală, cifrele 1 reprezentind nucile de cocos rezervate maimutei, iar celelalte 
litere, un număr întreg pozitiv necunoscut, aceste ecuaţii se prezintă sub 
forma următoare: 


N=5A +1 
4A=5B+1 
4B=5C +1 
4C—5D +1 
4D=5E +1 
4E=5F +1 


Prin metode algebrice unanim cunoscute aceste ecuații pot fi reduse 
ușor la următoarea ecuație diofantică cu două necunoscute: 1024N— 
=15625F +11529. 

Această ecuație este greu de soluționat prin încercări; o soluție de o 
frumoasă simplitate se obține prin introducerea noțiunii de nuci de cocos 
negative. În general această enigmă diofantică (ecuație care se rezolvă în 
numere întregi) admite o infinitate de soluții în numere întregi. Sarcina noastră 
este de a găsi cel mai mic număr pozitiv. 

În cazul problemei date, ecuația diofantică ce se obține este de forma: 
256N —3125F +2101. Avînd în vedere са 55—4=3121 este cel mai mic număr 
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care va permite 5 împărțiri exacte ale nucilor de cocos, astfel încît maimuța 
să capete cite una la fiecare împărţire, rezultă că soluția problemei este: 3121. 
Constatăm că restul 1020 este divizibil prin 5, ceea ce permite a 6 împăr- 

fire, în care maimuța nu capătă nimic. 
43. Punem y?—ab si z?— cd, iar expresia devine х= Vyz. Chestiunea 
se reduce la trei construcţii de medii geometrice. Luám pe o dreaptă, în sensuri 
contrare, OA—a, OB-— b, apoi tot în 
sensuri contrare ОС=с, ОО=4. Con- 


struim media geometrică OE—y a seg- 
mentelor a, b, apoi media geometrică 
OF=z a segmentelor c, d, în sens 
contrar cu OE. 

În sfîrşit, construim media geo- 
metrică OM a lui ОЕ şi OF, astfel: că: 
OM-yOE- OF=Ņyz=x. 

Scriem expresia dată sub forma: 


х= Vaf + 2a7b? +: 2a?b*— 
Fig. 52. = V (at — Ь°)#— 2a*b?, 


de unde x— V (a? +2 abv2)(a* +b? --abv2). 
Dacă punem acum a2+b?—abV2=y2 si а? рь? --aby2— 2°, 
atunci: x— Vyz. 
Pentru a determina pe y, tinind seama de teorema lui Pitagora generali- 


^ 
zată, construim triunghiul OAB, cu laturile OA=a, AB— b, А=45°; deci 
OB= 
Беи a determina pez, construim triunghiul OAC cu laturile OA— a, AC—b, 
А = 135°; rezultă OC=z. Urmează să construim media geometrică a segmentelor 
y Si z. Pe dreapta OB luăm OD— OC-z. 
Pe OD ca diametru construim un semicerc, 
iar în B ridicăm o perpendiculară pe OD, 
care taie semicercul in punctul E. Deci 
OE- y yz- x. 

44. Se executá operatia corespunzá- 
toare împărţirii unui cerc în 6 părţi egale. 
Fie a, b, c, d, е, f arcele rezultate, avind 
fiecare cite 60°, M si P origina arcelor a şi 
d. Se imparte apoi arcul b si d in două 
părţi egale prin punctele N si R. Acestea 
se obţin construind în extremităţile lui b 

Fig. 53. respectiv d arce de raze egale, urmărind 
ca intersecţia acestora să se facă, în final, 
pe arcul respectiv. Vezi şi problema 23 pag. 183. 

45. Problema se poate reformula astfel: Dacă Р, Q, Р’, Q', P", Q” 

sînt punctele de trisectiune ale laturilor BC, CA, AB iar triunghiurile POR, 
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P'Q'R', P'"Q"R" sint echilaterale, atunci triunghiul RR'R" este echilateral 
(vezi fig. 54). 

Folosim pentru rezolvare o metodă vectorială cu coordonate în planul 
complex. 


fie Dap Că Бїт 


„B 
N,^ 
^ 
Pd 
A M 
A 
Fig. 54. Fig. 55. 
Atunci RR' = = + ET (în conturul poligonal RQPR). R'R” = 
= __ чо! фар 9 фо —_РуФ+Ффә_ Чы. RR” = (р+-9)‹* 7 
Б] 3 3 3 3 3 3 3 


PHI, P PO. 9 Do, (Pig) i Бр” рг si PR 
m T = 5 3 = *-— astfel cà R'R"—(RR')e? si RR 
—(R'R'')o ceea ce demonstrează cá triunghiul RR'R" este echilateral!. 

Problemă analogă: Pe laturile unui paralelogram se construiesc in 
exterior pătrate. Să se arate că centrele acestora sînt virfurile unui nou pá- 
trat. (Rezolvare obișnuită.) 


46. Raportul dintre raza unei monede şi raza fundului farfuriei æ= = : 
R 


: Е : г! 1 .1 
Raportul dintre ariile respective este == у) 10 monede vor acoperi- 


sau 10% din suprafața farfuriei. 

47. Primului inginer i se poate repartiza 3 sonde în Сў=84 moduri. 
Celui de-al doilea inginer, la fiecare repartizare a primului îi corespund C? = 20 
de moduri. Deci pînă acum avem: C3: C3=84-20—1 680 de moduri. 

Celui de al treilea inginer, la o repartizare a primilor doi îi corespunde 
C3=1 mod. 

În total avem СЗ. C3- C2=1 680 moduri de repartizare. 

48. Se duce prin А o perpendiculară pe malul rîului, se poartă pe ea 
un segment AA’ egal cu lățimea rîului, apoi se duce prin A o paralelă la A'B. 

49. Vs= Veil + Veon _ 4r RP 

2 3 


1 Problema se poate rezolva si prin compunerea rotaţiilor. 


50. а) Descompunem un pătrat cu latura a+b in 4 părţi, aşa cum se 
arată in figura 56 a. Calculind aria pătratului întreg si ariile părţilor, obţinem: 


(a +b)= a? +2ab +b?. 


b) Tăiem dreptunghiul de sus din prima figură (b) şi-l agezám lingă cel 
de jos ca în figura a doua (b;). 


Fig. 56. 


Calculînd ariile celor două figuri, găsim: 
a*— = (a J-b)(a— b). 


51. La a 3-a îndoitură ar avea de 8 ori grosimea, la a 6-a, de 64 ori 
grosimea si in general 0,0001 m : 2?*, ceea ce reprezintă un număr foarte mare: 


Numai la a 30-a îndoire 
hirtia ar avea grosimea pămîn- 
tului; de unde rezultă cá este 
imposibil să îndoim o coală de 50 
de ori, chiar dacă am dispune de 
o coală cu dimensiuni cores- 
punzătoare. 


52. Cele 3 puncte P,, P,, P, 
sint virfurile unui triunghi înscris 
în cercul a cărui egalitate cu cele 
3 cercuri date trebuie s-o de- 
monstrăm. 

Dacă vom reuşi să găsim 
un triunghi egal cu acesta şi de 
care să fim siguri că se poate 
înscrie într-un cerc cu raza egală 
cu a celor 3 cercuri date, pro- 
blema este rezolvată. 

Fig. 57. Observăm (fig. 57) că dis- 

tantele de la Р, la O,, О, şi О» 

sint egale cu razele R ale unor cercuri egale. Deci P, este centrul cercului 

care trece prin O,, O, si Os şi are raza egală cu razele celor 3 cercuri date. 
Rezultă cá triunghiul 0,020; este inscriptibil în cercul cu raza R. 


Să însemnăm cu a, b, şi c, mărimea celor trei arce pe care le limitează 
punctele Po, Р,, P, si Р» pe cele trei cercuri date. 
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Tinem seama că în două cercuri secante linia centrelor împarte coarda 
comună si arcele corespunzătoare în părți egale. Considerind triunghiul O,0,0,, 
ale cărui laturi sînt liniile centrelor celor 3 cercuri, vom avea: 

О, +0: +0;=180°= Ib itg ftt =a +b +c 

Figura O;P,0,P,, fiind un patrulater cu laturile egale cu razele cercurilor 
egale, este un romb. În acest romb, unghiurile О, si O au ca măsură arcul b. 
Să găsim si măsura unghiurilor P, şi Py. Am arătat că a+b-+c=180*. Suma 
unghiurilor unui romb fiind 360°, se poate spune că ea este egală cu 2(a +b 4-c). 

Cum suma unghiurilor din O, si О» este 2b, rezultă cá suma celorlalte 
două unghiuri, din P, si Po, este: 360°—2b=2(a 4-c). 


Dar unghiurile P, si Р, sînt egale (opuse în romb), deci P, — P,— Aen 


— a--c. La fel putem stabili că unghiul P.=a-+b si unghiul P= b +c. 

Considerăm acum triunghiurile O;P,0; si Р,О,Р;. Sint egale deoarece au: 
O,P,—P,0,—P,0,—O,P, ca raze de cercuri egale; iar О,Р,О0,=Р,0,Р;, 
deoarece au aceeași măsură: ac. 

Triunghiurile fiind egale rezultă că laturile lor sînt egale adică O,0,— 
=Р,Р,. La fel demonstrăm că О,О,=Р,Р, şi 0,0s=P.,P;. 

Dacă de data aceasta comparăm triunghiurile 0,020, şi P PP, ob- 
servăm că în conformitate cu demonstrația de mai sus, ele au laturile egale; 
deci aceste triunghiuri sînt egale. 

Prin urmare și cercul care trece prin P,P,P, va avea raza egală cu R, 
concluzie la care se ajunsese iniţial pe cale experimentală. Este interesant că, 
ulterior, s-au găsit soluții mult mai simple: 

А doua soluție: Avem P,0,— P,0,— P20, = P,0,— P,0,— P,0,— P,0,— 
= P902= PoO0Os=R. Rezultă cá patrulaterele Р,0,Р,0›, Р,0,Р,Оз, Рз0,Р,Оз 
sint romburi. Deci P,0,|| P,O; și Рз0, || PoOz; deci Р,О,|| PO; și, deoarece 
Р,О,=Р,Оз= В, rezultă că patrulaterul P,0,0.P, este paralelogram. Deducem 
că Р,Р,=О,О» si analog, P,P,—0,;0, P2Ps=0,02. Deci A P,PP,— 
= A 0.020. 

Deoarece P,0,— P,0,;— P,0,—R, rezultă că cercul circumscris triun- 
ghiului 0,020, are centrul în punctul P, şi raza R şi deci este egal cu cercurile 
date. Pe de altă parte, cercul circumscris triunghiului Р,Р,Р; este egal cu 
cercul circumscris triunghiului 0,020, şi concluzia este evidentă. 

A treia soluție (Eugen Rusu): 

Deoarece P, este simetricul lui Р, faţă de 0:0,, analog Р, si P}, rezultă 
cá P,P,—2Pj;P;— 0,0, (P', Р’, mijloacele laturilor). Triunghiurile 0,0203 
51 P,P,P, sint egale. 

53. Notez: х= viteza apei; 

у= viteza reală а inotátorului (у> x), 

y—x şi y +x= viteze relative; 

t—timpul în care plosca parcurge distanţa dintre poduri: 
2 


; 
х 
t,—timpul cit mai merge înotătorul împotriva curentului: 
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=20'= 1 оге; 
3 
t,—timpul parcurs înapoi de înotător: 


1 
230-39 


-— S #3 Уу-х)—=-—х=2кт—> 
O 2 


Fig. 58. 
Ecuația: t—t, 4-4, 


2 2 1 6+у—х 
х 3 3(х+у) 
6x +6y = х? ху +6x +xy — x? 
бу —2xy = 0; у(6— 2х)=0 

y nu poate fi zero, deci 6— 2х=0; х= 3 km/oră. 

Avînd o singură ecuatie si două necunoscute, y este nedeterminat, 
servind ca o necunoscută auxiliară pentru determinarea lui x. 

8 54. Ете D punctul in care tre- 


buie să se facă staţia in condiţiile 
cerute de problemă. 


3 a x= AC—CD = Va? d?— yy?— d? 
Traiectul mărfurilor se com- 
pune din șoseaua BD și calea fe- 
rată DA. 
C D 2d A 
: Cu banii plătiţi pentru trans- 
Fig. 59. portul mărfii pe şoseaua BD—v se 
| poate merge pe calea feratà pe o dis- 
{ап{а egală cu 2y. Deci costul mărfii pe traiectul mixt ADB este egal cu 
costul mărfii pe distanţa (x --2y) de pe calea ferată, adică pe distanţa: 


1) z— Vai— d= yy?— а? +2у 


Costul márfii pe acest drum va fi cel mai mic — evident — cind drumul 
va fi cel mai mic. Deci trebuie să aflăm minimul distanţei z din relaţia (1). 
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Cantitatea Va?— d? fiind constantá, minimul depinde de cantitatea 
2у — Vy*- d*. 
Notăm: 2y— Vy*— = т şi avem: 
2y —m-— yy?— 4 3y2—4my +m? -d?—0. 
Condiţia ca y să fie real este următoarea: 


4m?—3m?—3d*20; т> дүз 


Minimul lui m este d үз. Rezultă у= eno 


s= yat; xey 2007779002. ce 130 km. 


55. I cu II: c.m.m.c.m. 6° 5=30 zile 


I cu П: ээ ээ ээ ээ 59 = 3 + 10=30 » 


II cu ПЕ, , , , , —10 zile 
I cu II cu ПІ: c.m.m.c.m.=2+3:5=30 zile. 


56. Ducem prin punctul A o paralelă la CC,, prin B o paralelă la AA, 


şi prin C una la BB.. 
Se formează triunghiul GHK (fig. 60). 


2% 

4 25 22% 

7 3 

7 m 
е = ж. 


Fig. 60. 


Prin punctele À si D ducem cite o paralelá la BB,, prin B si E cite o 
paralelă la CC, si prin C si F cîte o paralelă la AA,. 

Triunghiul GHK s-a împărţit astfel într-un număr de 16 triunghiuri, 
inclusiv triunghiul hasurat, pe care le numerotăm cu 1...16. 
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Toate aceste 16 triunghiuri sint egale intre ele deoarece au laturile 
egale cu segmente de drepte paralele cuprinse intre paralele. 

Acum, dacă dám la o parte triunghiurile 1, 7 si 12, rămîne fi- 
gura ALBMCN, care contine paralelogramele ADCN, ALBE si BMCF si 
triunghiul hasurat. 

Fiecare din aceste paralelograme contine cite 4 triunghiuri din cele 16. 
Laturile triunghiului dat ABC fiind diagonale la aceste paralelograme impart 
suprafeţele lor in cite două părți egale. Prin urmare în interiorul triunghiului 
ABC rămîne triunghiul haşurat împreună cu jumătate din suprafeţele celor 
3 paralelograme. 


Deci, insemnind cu S suprafaţa triunghiului ABC şi cu s suprafața 
unuia din cele 16 triunghiuri egale, vom avea: 


s=(i Hes 5=7 s, de unde з= =. 


57. Lungimea AMCNDPB= (Ac +CD+DB)= I AB, deci lungimea 


conturului este 2 АВ= бт; iar aria este: 


58. Din B ca centru, cu raza BC, descriem un arc de cerc CM. Luám 
punctul О (mijlocul segmentului AM) si cu raza ОА descriem un semicerc, 
care este intilnit de prelungirea laturii BC in punctul E. BE este latura 
pătratului căutat. Într-adevăr, în triunghiul dreptunghic AEM, înălțimea EB 
este medie proporţională între segmentele determinate pe ipotenuză, iar 
acestea sint tocmai laturile dreptunghiului dat. Deci: ЕВ?= АВ. BC. 


59. Arcele AE și EF sînt racordate deoarece centrele celor două cercuri 
cărora le aparțin arcele se află pe dreapta care 
trece prin punctul de racordare si este perpendi- 
culară pe tangenta comună acestor arce (AEC= 
= СЕЕ; AEM=FEN). 

În cazul cînd AC=DB=CD, arcele nu se 
mai racordează, deoarece AEC=CEF. 


60. Fie В raza sferei, r= VR?—9, raza cilin- 
drului, iar h=R—3 înălțimea calotelor sferice de 
la fiecare capăt al cilindrului. Pentru a determina 
ce rămîne după îndepărtarea cilindrului și a ca- 


5 = . 47В 
lotelor, scádem din volumul sferei: 


h(3r? +h?) 
6б e 


Efectuînd acest calcul toți termenii dispar (se reduc) cu excepția lui 367, 
care este tocmai volumul a ceea ce rămîne din sferă exprimat în țoli cubi. 
Cu alte cuvinte, restul este constant, indiferent de diametrul găurii sau de 
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Fig. 61. V * cil=6x(R2—9)+2V. с. з= 


xus "S T : j ү: z = 
mărimea sferei, întrucît din relaţia r= Vr-() rezultă: cînd г crește 


1 descrește și invers. 

61. Se observă că centrele a trei cercuri egale și tangente două cite 
două sint virfurile unui triunghi 
echilateral. Rezultă că arcul MN= 
= 60°, deci vor fi 6 cercuri tangente 
cu O şi între ele. 


62. a) Un cerc concentric cu 
cercul dat, de raza Н +r, ce se con- 
tinuá cu o dreaptá tangentá la cer- 
cul generat si paralelá cu tangenta 
pe care se rostogoleste cercul O,. 


b) Punctul M descrie epicic- 
loida compusă din arcele ММ,, M,M;, 
M;M, ce se continuă cu cicloida 
compusă din arcele MjM,, M4M; etc. 

Cicloida este curba descrisă de 
un punct al periferiei unui cerc, 
care se rostogolește fără alunecare Fig. 62. 
pe o dreaptă fixă. 

Dacă baza de rostogolire e un cerc, curba descrisă de un punct al cercului 
mobil se numeşte epicicloidă, cînd rostogolirea are loc în exterior si ipocicloidă, 
cînd rostogolirea are loc în interior. 


Pas BEN 
/ Vue mts 
/ Pá ON 
и SQ!) 
А / 
P 
l^ 


3, / А 
M ZN 
\ О ec cordero ef ecce ру P4 
X + TN 
S N Qr /M M " d 
Fig. 63. 


63. Fie H' si G' simetricele lui H si G, respectiv fatá de soseaua cea mai 
apropiată de fiecare din ele. 

Dreapta H'G' taie şoselele in punctele A si B căutate (А se află pe 
şoseaua cea mai apropiată de Н). 

Vom arăta că: HA--AB--BG—H'G'. Într-adevăr: HA—-AH'; AB= 
= segment comun, iar BG=BG'. Dar segmentul H'G' reprezintă drumul cel 
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mai scurt dintre două puncte, deci si suma distanțelor HA +АВ 4-BG este 
minimă; rezultă că orice altă așezare a punctelor A si B duce la o lungime 
mai mare decit HG. 


C M 


СДА 8 
Fig. 64. Fig. 65. 


64. Din datele problemei rezultă egalitatea segmentelor: MA= 
—AA'—AB'— BB' (OA, perpendiculară pe coardă, împarte coarda în două 
părţi egale). 

Raza OA intilneste cercul mare în punctul С pe care-l unim cu A si M. 
Prin ipoteză OA=AC=r. 

Patrulaterul OMCA, avind diagonalele perpendiculare şi tăiate în părți 
egale, este romb; СА = СМ= ОА = ОМ. 

Rezultă: arc АС= 60°, arc МСА = 120°. 

La fel: arc АВ= 120°; deci arc ВМ = 120°. Triunghiul МАВ este echila- 
teral. 

Perpendiculara din À pe MB trece prin centrul O si ajunge in mijlocul D 
al lui BM si mijlocul E al cercului BM. 

Arc ME= arc ЕВ= 60°; ME=EB=R. 

Patrulaterul MEBO este romb. 
Deci OD=DE; OD-r. Rezultă са 
MB este perpendiculară în punctul D 
pe raza OD, deci tangenta dusă din B 
la cercul mic trece prin M. 

65. Punctul M se va afla pe arcul 
de cerc descris pe AB, capabil de un 
unghi de 60° şi pe arcul de cerc des- 
cris pe BC, capabil de un unghi de 80°, 
deci la intersecţia acestor două arce 
de cerc. 

66. a) Notăm cu S}, S, ... ariile 


Fig. 66. fisiilor. 
$,= ® — E (пе 2n 11) E E (папа 20-141) = 
8 8n? 8n? 8n? 


та? .2п ma? 
— 3 — 


8n! 4n 


162 


$,= mw —2n-H)- (n? —4n+4)+ = 


(n?—2n +1 —n2-+4n— 4+4—1)= TL 202 =. 


= 2 (n 
Rezultă: 
S = S2=Ss= + = $, 


b) Notăm cu P,, Pa... Pa 
perimetrele fisiilor Sj, Sz... Sa. 


2n 
P,— (nr ++ 
2n 2n n 
+ E (n—2)= 2 (n- 14-1 4-2 + 
2n 2n 


-n—2)-za; 
deci Р,==Р,=Р;=...=Р„ 


67. Unghiurile u si v au AE | DE. Dacă si AF | BE, ele trebuie să fie egale. 
Problema se reduce la demonstrarea u—v. 


Fig. 67. 


DE 
2 
În triunghiul AEF (dr) tgu= E e D Б, 
AE DE-tgC 2tg C 
În triunghiul BDE, 2> =E; вр- A 
sin V sin B, 
= DC = DE . 
sin C 
înlocuind rezultă: sin у= #181 (1) 
sin C a с 
În triunghiul ECB, B = 260 _, gc. 
sin B, sin (90? 4- v) E 
=DE ctg C. 
Inlocuind în relația precedentă, rezultă: sin B,— 8 C 
cos С cos V A A 0 
DET ЕБР care introdus in (1) conduce 1а Fig. 68. 
rezultatul sin V= SC SV, tg yest. = — , de unde tragem con- 
2 sin C 2 sin C 2 tea C 


cluzia u=v şi BE 4AF. 


68. Fie ABCDE pentagonul; ABF, BCG, CDH, DEI, EAK cele cinci 
triunghiuri; L, M, N, P, Q punctele de intilnire ale cercurilor circumscrise 
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triunghiurilor de mai sus. Cercurile circumscrise triunghiurilor АВЕ, BCG, 
FCI din patrulaterul complet ABCIGF trec prin punctul lui Miquel, L. De 
asemenea, cercurile circumscrise triunghiurilor СОН, EDI, FCI din patrula- 
terul complet CDEFIH trec prin punctul N. Deci cercul circumscris triunghiu- 
lui FCI trece prin L şi N. 

Cercurile АВЕ, FCI și LNQ au un punct comun L. Dreapta FAI trecînd 
prin punctul de intersecţie F al primelor două cercuri, rezultă că dacă unim 
punctele A si I cu intersecțiile Q și N ale acestor două cercuri cu al treilea, 
dreptele QA si IN prelungite se întilnesc într-un punct R al cercului LNQ. 

Dacă se consideră acum punctele Q, N, E situate pe laturile triunghiului 
ARI, cercurile QRN,NEI, QEA trec prin acelaşi punct care este P, cercurile 
NEI, QEA fiind identice cu cercurile DEI, AEK. 

Deci punctele Q, L, Р, N sînt conciclice. 

Analog se arată că și M aparţine cercului pe care se găsesc cele patru 
puncte de mai sus. 


Fig. 69. Fig. 70. 


69. Suprafaţa de pămînt văzută este calota sferică de înălțime O'A, 
a cărei arie este: 27 · O'A. Pentru a determina pe O'A, aflăm mai întîi 
pe ОО', aplicînd teorema catetei în triunghiul dreptunghic OBV: 


ышы" E чањ [] 1 А 
B:=0V.00', 00'— — .; de unde OA'-R— ——; ОА —Bh . 
| Rh R+h R+h 


aria văzută= 
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70. 


г 
Jore 2 222 е_ ENS 
— ~= 


=: = — М. 


ок ре Js pe câlare 4 
| 4O kr 


| 
ce ее EM зч а Re л ы „ше ашы 
са | — E" 


- М 
сб!сге N 
^ I 
< calare ES TI S - celare pos 7 = 


— ~ 
Wore Dico А Nasce « 
2>ore сйс 


wm — 


Fig. 71. 


Rezultă: — viteza călare este dublul vitezei pe jos; 
— distanţa de 40 km poate fi străbătută pe jos în 8 оге; 
— viteza pe jos este 40:8=5 km/oră; 
— viteza călare este 5 • 2= 10 km/oră. 


71. Volumul sectorului sferic VogAg: = = unde S (suprafaţa calotei 
sferice)= 2x Hi, iar i= АС= R— R cos «= R(1— cos «)=2R : sin? =, deci: 


a 
R - 2xR . 2R sin? РТ dxR? 
V =———————= л . sin? 


OBAB' 3 


Pent Vomi ж ă ie să 
entru ca Vonag. T V sferă, trebuie să avem: 


sin =; de unde sin = = =; - = 30°; = 60°. 

72. Fie unghiul drept in A, iar О, G, D 
puncte ale arcelor BC, CA, AB astfel alese ca 
MN, HL, EF fiind tangentele in aceste puncte 
sá avem: 


OM= ON, GH=GL, DE=DF. 


În triunghiul dreptunghic AEF, AD este mediană. 
Deci AD=DE=DF şi <рАЕ= ЕА. 


Dar 2más.33DAF— más. DB; iar 2 măs.XDFA=măs.(arc AD— arc DB) si 
arc AD— Z arc ADB 
Analog arătăm că arc AG-- * Deci arc AD +arc AG— arc DAG— аге ВАС= 
= 120°. 
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De asemenea triunghiul dreptunghic MAN ne dá МАО= АМО. 
Deci 2arc ВО=агс АСО si cum 2arcBD=arc AD, arc OBD— arc BO + 
+arc ВЮ = 120°. 


Fig. 73. 


73. Se consideră un cerc (Г) concentric cu cercul înscris, care intersec- 
tează laturile ce pleacă din virfurile A, B, C, respectiv în perechile de puncte 
(Aj, A2), (В,, Bj), (Ci, C2) si fie (Oa ), (Ov ), (Oe ) cercurile tangente la laturile 
lui ABC în perechile de puncte (A,, A»), (В,, B2), (С,, C2). Avem A,B;— A,C, 


Fig. 74. 


ca coarde egal depărtate de centru si AA,— АА,. Rezultă са АВ,= AC, si 

deci A aparține axei radicale a cercului (Ov ) si (Oe ). De asemenea D aparţine 

acestei axe căci DB,— DC,. 

Dreptele AD, BE, CF concură în centrul radical al cercurilor (Oa ), (Os ), (Oe ). 
O rezolvare mai scurtă se obține prin teorema lui Ceva. 
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3. Probleme criptaritmetice 


1. Cifra 2 a zecilor de la inmultitor înmulțită cu cifra unităților de la 
deinmultit trebuie să ne dea un număr terminat în cifra 2. Observăm că din 
cifrele existente numai cifrele 1 si 6 inmultite cu cifra 2 ne dau numere terminate 
cu cifra 2. 


Pe care din cifrele 1 şi 6 o vom pune la locul cifrei unităţilor de la dein- 
multit? Observăm mai departe că rezultatul inmultirii dintre cifra zecilor 2 


de la inmultitor si cifra zecilor de la deinmultit este un număr terminat cu 
cifră fără sot, ceea ce dovedeşte clar, că in el se includ si zecile provenite din 
adunarea unităţilor de ordinul I. 

Deci, în locul cifrei unităţilor de la deinmultit punem cifra 6. 

Se constată cá dintre rezultatele produselor dintre cifra 2 si celelalte 
cifre existente adunate fiecare cu 1, convine doar 2: 5 +1=11. Deci, în locul 
cifrei zecilor de la deinmulţit punem cifra 5. 

În continuare, observăm că cifra unităţilor 6 de la inmulfitor trebuie 
să ne dea un număr terminat cu cifra 8. Din cifrele existente numai cifrele 3 
si 8 inmultite cu cifra 6 ne dă numere terminate cu cifra 8. Fácind încercarea 
avem 8-6—48 si 8: 5-+4=44. 

Deci convine cifra 8. 

Deducem cà cifra sutelor de la inmultitor este 3, cáci numai ea este 
singura dintre toate celelalte cifre existente care poate crea prin înmulţire 
cu deînmulţitul un număr in care cifra sutelor să fie cifra 3. Înlocuind pe x 
cu cifrele astfel determinate, rezultă înmulțirea: 


456 
328 


3648 
912 
1368 


149568 
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2. Pentru identificarea fiecárei cifre vom insemna coloanele inmultirii 
cu literele A—F, iar rindurile cu I— VI, asa cum se vede mai jos: 


ABCDEF 
3** I 
* зж II 
* x 9 III 
*45 IV 

* * 6x V 

жжжжж 0 VI 


iar fiecare cifră o vom scrie numai cu un indicativ care să arate coloana si 
rîndul in care se află. De exemplu, cifra 3 a inmultitorului va avea indica- 
tivul E II. 

Cifra F VI a rezultatului fiind O, urmează că F III trebuie să fie tot zero. 

E IV fiind 5 şi provenind dintr-o înmulțire a unei cifre cu 3, rezultă 
că F I este 5. 

Cum 3 х5=15 si cum după ce am scris ре 51a Е IV urmează să adunám 
pe 1 la înmulţirea lui 3 de la E II cu cifra E I pentru a obţine pe 4, urmează 
cá E, este 1. 

Este ușor acum de precizat cà cifra de la F II este 6, căci din cele patru 
cifre cu soţ (2, 4, 6, 8) care inmultite cu 5 ne dau un număr terminat cu 0, 
numai 6 х5 ne dă, pentru primele două cifre ale rindului III, pe 90. 

Mai rămîne de aflat D II. Această cifră înmulțită cu 15 trebuie să ne 


dea un număr care să aibă ca cifră a zecilor pe 6. Această cifră nu poate fi 
decit 4. 

Rezultă: deînmulţit 315; inmultitor 436 și ușor se poate reconstitui 
înmulţirea. 


3. R. 415 x382— 158 530 


4. Analizind succesiunea operaţiilor, observăm са la ultima scădere 
s-au coborit deodată două cifre de la deimpártit. Aceasta dovedește cá pen- 
ultima cifră a citului este un 0. 

Produsul partial prin 7 are trei cifre; el se scade dintr-un număr de trei 
cifre si dá un rest de trei cifre. Produsul urmátor partial are tot trei cifre, se 
scade dintr-un număr de patru cifre si dă un rest de două cifre; deci acest 
produs parţial este mai mare decit cel care corespunde lui 7. 

Deci, după 7 la cit vine 8 sau 9. Cum însă primul şi ultimul produs 
partial au cîte patru cifre, reiese că acestea se datoresc cifrei 9 și rămîne ca 
după 7 să vină un 8. Cu modul acesta citul este neapărat 97 809. 

Produsul partial prin 8 avind numai trei cifre, impártitorul este inferior 
lui 1 000/8— 125. 

Cum împărţitorul are trei cifre, se vede că prima cifră a lui este 1. 

Cum şi 125 x9—1 125<2 000, rezultă cá produsele parţiale prin 9 încep 
cu 1. 
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Introducind valorile găsite pînă aici în schema de calcul dată obţinem: 
*жжжж*жжжхж ook ok 
1ж жж — 97809 


*|+* + 
х= + 
— юк X Xx + 


* 
* 
* ж ж 
жож ж 

Produsul partial prin 8 se scade din cel puţin 1 000 si dă cel mult restul 19. 


Prin urmare acel produs partial este cel puţin 1 000—19—981. Deci împărți- 
torul este cel puţin 981/8— 122,6. Fiind întreg este cel puţin 123. 

Am arătat însă cà impártitorul este sub 125, deci nu ar putea fi decit 
123 sau 124. 

Produsele partiale prin 9 ar putea fi numai 123 x9—1 107 sau 124 x9— 
—]1 116. Cifra sutelor lui este deci neapărat 1. 

Restul pe care-l dá produsul partial prin 8 este deci 11 si prin urmare 
acel produs este cel puţin 1 000—11— 989. 

Împărţitorul este deci cel puţin 989/8— 123,6. 

Conchidem de aici cá impártitorul este 124 si că deci deimpártitul este 
124 x97 809— 12 128 316. 

О verificare este necesară, intrucit nu am utilizat toată schema dată. 
Efectuám calculul: 


12 128316 | 124 
1116 — |97809 
968 
868 


1003 
992 


1116 
1116 


El corespunde schemei date. 

5. R. 52650 : 325—102 

6. R. 1337174 : 943= 1418; 
1343784 : 949= 1416; 
1200474 : 846= 1419; 
1202464 : 848= 1418. 


7. Сіпа am înmulţit impártitorul cu prima cifră а citului ne-a dat un 
număr cu 4 cifre (4 stelute); cînd l-am înmulţit cu 8 ne-a dat un număr de 
3 cifre, deci mai mic. 
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Rezultá cá prima cifrá a citului este 9. La fel ultima. Citul este 989. 
Să găsim impártitorul. 

Cînd am înmulţit impártitorul cu 8, ne-a dat un număr de 3 cifre care 
scăzut dintr-un număr de 3 cifre dă rest tot un număr de 3 cifre; acest număr 
este mai mic ca 900 (căci 999 — 900— 99; nu ne dă restul cu 3 cifre); 900: 8—112. 

Dacă împărţitorul ar fi mai mic ca 112, înmulţit cu 9 nu ne-ar da 4 cifre. 
111 x9—999. Deci impártitorul nu poate fi decit 112. 

Înmulţind 112 cu 989 găsim deimpártitul. 

Apoi facem împărţirea ca să vedem dacă cifrele se vor așeza cum arată 
steluţele. 

8. a) Să analizăm mai întîi produsul numărului ABC cu A (rîndul 4). 
Ultima cifră a acestui produs este A; prin urmare ea nu este 1, deoarece în 
caz contrar şi C ar fi 1; or, potrivit condiţiei, unor litere diferite le corespund 
cifre diferite. 

Totodată observăm că A nu este mai mare decit 3, deoarece în caz 
contrar produsul analizat ar avea mai mult de trei cifre, iar schema ne arată 
că el are trei cifre. Aşadar, A poate să fie numai 2 sau 3. 

Să presupunem că A= 3. Ce valoare trebuie să aibă C pentru ca produsul 
lui 3 cu C să se termine cu cifra 3? Singura cifră care satisface condiţia este 
C=1 (3-1=3). 

Dar С nu poate fi 1, deoarece produsul numărului ABC cu C este un 
număr de patru cifre (rîndul 3). Prin urmare, A nu este 3. Atunci, A=2. 
Să căutăm din nou o valoare a lui C, care înmulțită cu 2 să dea un produs 
terminat cu cifra 2. Singura valoare posibilă pentru C este 6. 

Să analizăm acum produsul numărului 2 B 6 (rindul 5). Ultima cifră 
a acestui produs este egală cu B, ea este obținută prin înmulţirea lui B cu 6. 
Trei sint valorile posibile pentru B: 4, 6 şi 8; dar 246 х4= 984, număr cu trei 
cifre. Valoarea 6 nu corespunde, deoarece C—6. Prin urmare, B—8. 

Aşadar, ABC— 286, iar BAC— 826. 

b) I. Deoarece din înmulţirea unui număr de trei cifre cu 2 se obţine 
un număr cu 4 cifre (rindul 4), iar in rîndurile 3 şi 5 sint numere cu trei cifre, 
înseamnă cà amindouá numerele de la capetele rindului al doilea trebuie să 
fie mai mici decit 2, adică sint egale cu 1. 


Aşadar inmultitorul este 121. 


II. Deoarece rindul al cincilea este obtinut prin inmultirea deinmulti- 
tului cu 1, cifra 8 aflată in rîndul al cincilea arată са a doua cifră a deinmulti- 
tului (primul rînd) este egală cu 8 și, prin urmare, a doua cifră din rîndul al 
treilea este tot 8 (rîndul al treilea se obține prin înmulţirea primului гіпа 
cu 1). Aşadar, avem: 


* ok 0 ox 2o 


III. Prima cifră din primul rînd este mai mare decit 4, căci altfel rîndul 
al patrulea nu ar putea fi un număr cu 4 cifre. Dar chiar dacă prima cifră 
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din primul rind ar fi 9, prima cifrá din rindul patru tot nu va putea fi 
mai mare decit 1. 

De asemenea, este evident că ultima cifră din rîndul al patrulea este 4 
(suma trebuie să se termine cu cifra 2; vezi rîndul al şaselea). 

IV. Acum este clar că prima cifră din rîndul al şaselea poate fi numai 1, 
iar prima cifră din rîndul al cincilea (prin urmare şi din rîndurile al treilea 
si primul), 8 sau 9, căci altfel rîndul al șaselea nu va fi un număr cu 6 cifre. 


*8* X 
121 
* 8x 


]1**4 
* 8* 


**k9*2* 


V. Deoarece ultima cifrá din rindul al patrulea este 4, atunci ultima 
cifrá din rindul al treilea, al cincilea si primul este 2 sau 7. 

VI. A treia cifrá din rindul al patrulea este sau 6 sau 7, deoarece este 
ultima cifrá a produsului 2 X8, márit cel mult cu 1. 

А doua cifrá din rindul al patrulea este sau 7 sau 9, depinzind de faptul 
dacă prima cifră din primul rînd este 8 sau 9. Dacă a doua cifră din rindul al 
patrulea ar fi 7, atunci coloana în care se găsește (7+8) ar trebui completată 
cu numărul 4, pentru a asigura acestei coloane cifra 9 indicată la rezultat, 
dar suma celor trei numere din coloana a treia (chiar dacă toate trei ar fi 9) 
nu poate da mai mult de două unităţi din ordinul următor (cea mai mare 
valoare posibilă este 28). 

Prin urmare, a doua cifră din rîndul al patrulea este 9. 

VII. Din punctele VI şi IV, rezultă că prima cifră din primul rînd 
(prin urmare şi din rîndurile al treilea şi al cincilea) nu poate fi decit cifra 9: 


98* X 


жж9 жож 
VIII. Deoarece ultima cifră necunoscută а deinmultitului determină 
toate celelalte cifre ale produsului, rezultă că a treia cifră din primul rînd 
nu este 2, ci 7 (vezi pct. V). 
Dacă ultima cifră din primul rînd ar fi 2, ea nu ar da, ca a treia cifră 
din rindul al saselea, cifra 9. 


În felul acesta, am izbutit să reconstituim toate cifrele ascunse. Rezul- 
tatul căutat este: 


987 x121 = 119427. 
c) Rationind analog ca la punctul a, găsim: 


3125 : 25— 125. 
d) ATOM= 9376. 
e) 7375428413 : 125473— 58781. 


171 


4. Un concurs antrenant 


1— D; 2—A; 3— D; 4—E; 5—E; 6— B; 7—A; 8—C; 9—D; 10—C; 11— B; 
12—E; 13—B; 14— A; 15—C; 16—C; 17—B; 18— A; 19—C; 20—D; 21—E; 
22—D; 23—C; 24— B; 25— A; 26— A; 27— C; 28— D; 29— C; 30—C; 31—D; 
32—E; 33— A; 34— B; 35— B; 36— C; 37— D; 38—E; 39—D; 40—D.! 


М О T А: Stabilirea ráspunsului corect nu se poate face la intimplare, 
ci urmárind procesul viu al gindirii matematice. Faptul cà intr-un timp scurt 
se cer soluţii la un volum mare de probleme impune ca rezolvarea să fie doar 
schiţată pentru a intui si alege critic soluţia convenabilă. 

Evident, aceasta implică rutină în rezolvarea problemelor de acest gen, 
unul din cele patru rezultate indicate avînd rolul de element de control. 
În plus, scutește pe cel ce lucrează de a prezenta o rezolvare scrisă, cu justifi- 
carea respectivă. 

Astfel de concursuri au un scop limitat (rapiditate, prin calcule strict 
necesare si discernămînt). Ele nu pot înlocui metodele clasice de pregătire, 
ci constituie doar un criteriu original de verificare a cunoştinţelor matematice. 


! 1—D = problema 1, soluţia D (bună). 
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5. Paradoxuri matematice 


1. Dacă pătratele a 2 cantităţi sint egale, nu reiese sigur că și aceste 
cantităţi sînt egale. Deci cînd extragem rădăcina pătrată în expresia (2), 
trebuie să ținem seama de semnele termenilor. 

2. Vezi problema 1. 

3. Din punct de vedere „formal“ rezolvarea pare corectă. 

Rezultatul paradoxal la care s-a ajuns se datoreşte faptului că s-a făcut 
împărţirea egalităţii cu a—b fără să se ţină seama că a—b=0. 

4. Nu s-a ţinut seama că la extragerea rădăcinii pătrate in fata expresiei 
trebuie să considerăm + şi că se iau acele semne care fac posibilă egalitatea: 


1 

2 

am schimbat sensul inegalitátii (> în<), aşa cum se impunea cînd impárteam 
Š : 1 

cu un număr negativ (e; <0). 


8. Greşeala constă în aceea că, făcînd simplificarea cu ted » noi nu 


10. S-a obtinut un rezultat paradoxal, deoarece la simplificarea prin 
AB*— BD x BC, nu s-a ţinut seama cá acest factor este egal cu zero, după 
«um rezultá scriind cá laturile triunghiurilor asemenea ABC si ABD sint 
proportionale, deci: 


AB ВС sau AB*— BD- BC—0. 
BD AB 


În felul acesta, expresia (2) devine: 
BD x0=BC x0, 


care este satisfăcută pentru orice valoare ar avea BD sau BC. 
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11. Patrulaterul ANCM avînd două laturi egale si paralele este un 
paralelogram. Segmentul MD fiind construit egal cu AB, rezultă că BD este 
paralel cu МА şi cu CN. Din această cauză triunghiurile AMC și ODC sînt 


-—- 
asemenea si deci putem scrie proporfionalitatea dintre laturile lor: АМ. actu. 
z+y a 
În mod analog, triunghiurile AMN si BEN sînt si ele asemenea. Din 
asemănarea lor rezultă: 


AM _a+b 


x+y a 

Сотрагїпа ultimele egalitáti, putem scrie: 
АМ AM АМ z+y 

ы ы AA 


z+y x+y , АМ х+у 


=]; x=z. 


z : А y К х—7 b s b 0 ix 
Atunci proporţia obţinută anterior —— z& — devine 24d adică o 
2— х а а 


nedeterminare si nu valoarea negativá a unitátii cum ат obtinut noi. 
Dacă am fi înlăturat nedeterminarea, nu am fi ajuns la un rezultat 
paradoxal. 


13. Rationamentul folosit ar fi bun даса n-am fi comis o eroare funda- 
mentală in privinţa limitei. Se stie că limita unei sume nu este egală cu suma 
limitelor atunci cînd numărul termenilor adunaţi este infinit. Deci, la limită, 
suma circumferintelor nu poate coincide cu diametrul AB si zDz D. 


6. Probleme recreative 


1. Înțeleptul A a rationat astfel: „Fiecare din noi poate crede cá fruntea 
lui este curată. 

B este convins că fruntea lui este curată si ride de fruntea mînjită а їпје- 
leptului C. Dar dacă B ar fi văzul că faţa mea este curată, l-ar fi mirat risul 
lui С, deoarece, în acest caz, C nu ar fi avut motiv să rîdă. Dar В nu este mirat, 
deci el poale crede că C ride de mine Așadar, fruntea mea este murdară“. 


2, + 1=5 zile. 
3. Avem succesiv: 9+5=—14; 14:2 —7; 14+7=21; 21 +1=22; 22. 
+ 2—44; 44 +4=48; 48:2—24; 48+24=72. 


4. Ultimul băiat a dansat cu un număr de fete mai mare cu 4 decit 
20 —4 


numărul băieţilor. Deci numărul băieţilor: =8; numărul fetelor: 8+ 


+4=12. 
Soluţia algebrică. Fie х, numărul băieţilor: 20— х, numărul fetelor. 
Stabilim şi rezolvăm ecuaţia: х +4=20—x. 
5. Trei minute, deoarece fiecare pisică omoară un şobolan în 3 minute. 
6. Umplu vasul de 51, torn în cel 


de 31 pînă se umple; restul de 21 îl torn 2+21 MCN 
in vasul mare. dcr gi 2 
Golesc vasul de 31 in cel de 51, DRM MR EE 
il umplu apoi pe acesta si repet opera- = 9) 5 
йа. 
7. R. 2 lei SI 3I 
9. Călătorul ar putea pune urmá- Fig. 75. 


toarea intrebare: 

„Mint eu dacă spun сй A se află în direcţia... . ?" 

Mincinosul va răspunde: — „minţi“, deci direcţia e bună; 

Cel care spune adevărul va răspunde: — „nu minţi“, deci direcţia e 
bună; similar, pentru cazul contrar. 
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Dar cum va deosebi el care dintre ei este mincinos si care spune adevărul? 
Aci apare cercul vicios (vezi problemele 1 si 2, pag. 80). 
10. Singura salvare a acuzatului este să pună în dilemă pe judecător. 


El ar putea spune: — „Declar că nu voi fi condamnat la moarte“. Dar si aci 
apare cercul vicios (vezi problema 41 pag. 95). 

11. R. 13 grupuri 

12. Fie A prinţul, B, C si D cei 3 osteni. B stie cá are bilă neagră ca si 
vecinii săi, A si C, deci cel din faţă poate să aibă una din cele 3 culori; posi- 
bilitatea de a spune două culori adevărate este prea mică, deci spune „nu 
știu“ са să scape cu viaţă. Fácind acelaşi raționament, C si D spun: „nu 
ştiu“. 

Feciorul de împărat îşi dă seama de această situație (din răspunsurile 
lor) si spune: negru, cistigind astfel dreptul de a lua de soție pe fiica lui 
Roşu Împărat. 


13. Dacă notăm cu x virsta căutată, în urma efectuării operațiilor cerute 
vom obține 10x— 9k, unde k este un număr monodrom (de o singură cifră) 
oarecare. 

Transformàm diferența obţinută: 


10x—9k— 10x — 10k --k— 10(x— k) +k. 


Dacă persoana are mai mult de 9 ani, x —k este un număr pozitiv. În 
acest caz, numărul 10(x—k)+k are k unităţi şi dacă vom elimina k unităţi, 
atunci cifrele rămase isi vor modifica ordinul, adică zecile vor deveni unităţi, 
sute - zeci etc.; în concluzie, numărul se va micșora de 10 ori si va fi egal cu 
x—k. 

Adunind la acest număr cifra К pe care am eliminat-o, vom obține 
vîrsta căutată, x. 


14. Al doilea băiat primeşte a treia parte din sumă în fiecare caz. 


Primul primește = în loc de 2, deci un plus de x din sumá. Al treilea 


va lua deci mai puţin. Deci | din suma depusă reprezintă 12 lei. Întreaga 


sumă depusă este 1 080 lei. 


Pe carnetul de CEC al fiecărui băiat s-au înscris, respectiv, sumele: 
432, 360 şi 288 lei. 


15. Primul ministru a distrus hirtia pe care o scosese şi a lăsat pe jude- 
cător să dea sentinţa după hirtia rămasă pe care era scris „pleacă“; deci 
a considerat că pe hirtia distrusă scria „rămii“, — şi primul ministru 
a rămas. 
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16. Tînărul a parcurs in total o distanţă de 2x, iar doctorul — de patru 


ori mai puțin, adică 2 Рїпа la intilnire, doctorul a fácut jumátate din dru- 
eve "S Е) 
mul parcurs де el, adică iar tinárul — restul de drum, adică E. 


АКЕ: a "E 
Doctorul a parcurs partea sa de drum ín mL iar tînărul — în T Ore; 


mai stim cá tinárul pornise la drum cu un sfert de orá inaintea doctorului, 
obținem ecuaţia: 


17. Suma totală la începutul jocului a fost aceeași ca și la terminarea 
lui, adică 7 - 12,8— 89,60 lei. 

La inceput, jucátorul care a pierdut primul poseda x lei. 

După prima partidă, i-au rămas: 

x— (7 · 12,8— х) =2х—7 - 12,8. 
După a doua partidă banii lui s-au dublat: 
2(2x — 7 - 12,8). 
După a treia partidă avea: 
22(2x—7 - 12,8) lei. 
După a șaptea partidă (la terminarea jocului) avea: 
2*(2x —7 - 12,8)= 12,8. 

Rezolvind această ecuație, găsim: x=44,90 lei. 

Fie y banii pe care-i avea la începutul jocului jucătorul al doilea; după 
prima partidă, el are 2y. 

După a doua partidă, pierzind, plătește 7 · 12,8—2y lei și-i rămîne 
2y — (7 - 12,8 — 2у)=4у —7 12,8 lei. 

Dupá а treia partidá avea: 2(4y —7 · 12,8). 

După a şaptea: 2*(4y —7 12,8). 

Obtinem ecuaţia: 2$(4y—7-12,8)—12,80, de unde y —22,50 lei. 

Analog se determină si celelalte sume: 


18. Fie x suma de bani. 


d 2 —2 
Тү: pierdut — --1— —; rămas: x— Dus к H 
2 2 
x—2 х+6 х—2 х+6 x—10 
Jz: » +2 = М .. — = ; 
2 4 2 4 4 
x—10 х+14 х—10 х+14 x—34 
J3 ээ +3 = › ээ — ины шы ины Ой 
8 4 8 8 
х—34 
R.— = —0; х= 34 lei 
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WFSU X y zu 
x yzu x+y+z+u 18 


xyzu=n 


19. 


Sistemul este multiplu nedeterminat; se impun, deci, următoarele 
ipoteze: 

— numărul copiilor= 17 (altfel nu s-ar mai fi pus problema constituirii 
a 2 echipe, a cite 9 copii; iar numărul lor nu ajunge). 

— numărul casei n-ar trebui să depăşească 200 într-o primă ipoteză, 
sau 100, de exemplu (tinind seama de loc şi de de timp). 

Într-o primă variantă rezultă: 

— numărul copiilor era de 7, respectiv 5, 4 si 1; 

— numărul casei era 140. De studiat si alte variante. 


20. Locul este dat de inter- 
M AD M secția mediatoarei segmentului 
\ AH cu MN. Dacá AB este per- 
\ pendicular pe MN, problema ad- 
\ mite o solutie numai даса А si B 
M pp sint simetrice față de MN. 
Mee 21. Se extrage o bilà din 
2274 cutia etichetată NA. Dacă bila 
extrasă este neagră, cealaltă, ră- 
masă în сийе, va fi tot neagră 
Fig. 76. căci, altminteri, eticheta ar fi 
corectă. 
Cutia etichetată AA nu poate conține două bile albe, dar nici două 
bile negre, deci conţine una albă şi alta neagră etc. 


22. Se iau segmentele egale AB şi A'B' (fig. 77); apoi pe prima BC= 
—CD-1 cm şi pe a doua BC=CD'=D'E'=1 cm. 

Se imparte AD în trei părți egale prin punctele M şi N, iar A'N' in 
două părţi egale prin punctul M'. Dacă A' vine în dreptul lui A atunci rezul- 
tatul exact AM şi cel greşit A'M' fiind același, reiese că AM— A'M', si prin 
urmare că M; N; D; C si B sînt respectiv în dreptul lui М; N; D'; С; В. 

Deci AB=5 cm. Numărul căutat este aşa- 
A M N D С я даг5. 


Dt 


eem пение: аа s 
' ' Н П Я i 23. IUe M 2+30 —Na15 
[ ] i ! ! D 2 
1 D i Li Я r 
LE. clc. ou шз 0,5 1 
A M м D C Rn 24. ieu E 
Fig. 77. S—v.t—10 5 km. 


25. Numărul merelor trebuie să fie M;. Din aceşti multipli vom exclude 
pe aceia care se divid cu 2, 3, 4, 5 şi 6 şi dau cu acestea un rest egal cu 1. 


7x 7= 49 7 X19—133 7 x33—231 
7х11= 77 7 x23—163 7 x37—259 
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7 X13— 91 7 x29— 203 7 x41—287 
7 X17—119 7 x31—217 7 х43= 301. 


Răspuns: 301 (este M, și împărţit succesiv cu 2, 3, 4, 5 şi 6 dà rest 1). 

Altă soluţie (Eugen Rusu): n—l=m.c. al numerelor 3, 4, 5—60k 
n=60k +1=7h, k=5+7i. Cea mai mică soluţie este 301; urmează 721,... 
(vezi problema 2, pag. 111). 

26. R. 1/4 de calup cintáreste 3/4 kg; deci calupul întreg cintáreste 
3 kg. 

27. йде. 

2 2 

28. Gindeste-te la un număr; aduná-l cu 2, inmulteste numărul obținut 
си 3, scade dublul numărului la care te-ai gindit, mai scade 6 din rezultat 
si vei obtine numárul la care te-ai gindit. 

29. Numărul stringerilor de mînă este egal cu numărul combinărilor 
celor 16 persoane luate cite 2: 


16.15 


Qus —8-15—120. 


30. Fiecare din cei x participanţi a strîns x—1 miini, deci in total au 
avut loc x(x—1) stringeri de тіпа. 

Tinind seamă cà dacă A stringe mina lui B, acţiunea este reversibilă 
şi deci două astfel de stringeri de mînă constituie o singură stringere de mînă 
distinctă, avem: 


Š (x—1)=66. Soluția acceptabilă: x,— 12. 


31. Colegul dă 1 leu, împarte apoi suma de 24 lei, Ё =12 ; 


з =3) аира саге își iau înapoi 1 leu pe care-l „dăruise“. 


De ce a fost necesar leul dăruit de coleg? Pentru că suma celor trei 
clon d d. .23 : " E 
fractii кайсар Эч este un întreg. Compară cu problema similară 


94, pag. 34. 

32. Enunţul problemei nu este clar. Trebuia arătat dacă în acea oră 
este inclus şi drumul înapoi. 

Nici un răspuns nu poate fi bun. 

33. Inutil, deoarece ori cum ar alege punctul, triunghiul va avea aceeaşi 
arie, baza AB şi înălțimea (distanţa dintre șosea şi calea ferată) fiind constante. 

34. Se imparte exagonul în şase triunghiuri, iar fiecare din acestea în 
patru triunghiuri mai mici egale. Se scot apoi cele şase triunghiuri mici care 
se formează în centrul plăcii exagonale. 

35. Situaţia dată se poate intilni numai în vecinătatea unuia din cei 
doi poli ai Pămîntului. Aşadar, vinátorul împușcă un urs polar, deci de 
culoare albă. 
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36. ВС=2 
3 


37. Diagonala AC=BD=R= 10 cm. 
38. Vezi figura 79. 


fi 


per 1 

Eod. Аче -v 
N N 
SWR 
ME. 
l | 
[ [ 
|| 

Fig. 78. Fig. 79. 


39. Figura avind numai noduri pare (formate din 2 trasee), poate fi 
descrisá dintr-o singurá linie. Se unesc punctele din 3 in 3 ín ordinea A, D, 
B, E, G, A. 

40. B poate da trei ráspunsuri: R, R; V, V; sau R, V. 

După ce toti trei au răspuns o dată, A poate rationa astfel: „Nu pot 
avea В, R, deoarece atunci C ar vedea 4 timbre roșii si ar sti imediat сй are V, V, 
iar dacă C are V, V, B ar vedea 4 timbre verzi si ar sti cá are R, R“. De aceea 
A răspunde а doua oară: „nu știu“, iar B îşi spune: „trebuie să am R, У“. 

De altfel, enunţul problemei este perfect simetric față de timbrele 
roşii şi cele verzi, deci si soluţia trebuie să fie invariantă față de schimbarea 
dintre roşu şi verde, ceea ce se întimplă numai dacă B are un timbru roşu 
şi unul verde. 


41. O soluţie ar fi următoarea: Logicianul arată cu degetul un drum 
şi-i spune băştinașului: «Dacă te-aș întreba dacă acest drum duce în sat, аі 
răspunde „da“?». 

Bástinasul este nevoit să dea răspunsul corect, chiar dacă este mincinos. 
Dacă drumul duce spre sat, mincinosul ar răspunde „nu“ la întrebarea directă, 
dar, asa cum e pusă întrebarea, el minte si spune că ar răspunde „da“. 


7. Versiuni noi 
ale unor probleme mai vechi 


1. Dacă n(n4-2)(n--4)(n4-6)— m?, atunci (n?-J-6n-J-4)— m? +16. Dar 
singurele pătrate de forma a?— 16 sint O şi 9 şi, deoarece m? este impar, rezultă 
că pătratul căutat este 9=(— 3)(— 1) · 1 · 3. 

2. Avem: (п? +4-п)2= nt +2n? +n? < nt +2n? +20? 4-2n 4-1 < n! 4-2n? + 
--3n? 4-2n 4-1— (n? 4- n +1). Prin urmare, numărul dat este situat între două 
pátrate consecutive. 

3. Dacă B>1 este baza sistemului de numeratie, 11111 poate fi scris 
B! +B? +В? +В +1. 

Avem: (В? --B/2)? — Bt +В? +В? +В +1 «(B? -B/2--1)*, deci cu B par 
n nu poate fi pătrat. 

Pentru B impar> 3, avem: 


(B+ =) <n < (B+): 
2 2 
Pentru B=3, n= (B+ zu respectiv 11 111= 102°. 


4. Dacă аг? +-аг+-а= а?, atunci r?--r--1— a?. Orice cifră a, în sistemul 
de numerație în baza r, este mai mică decit г. Prin urmare ultima egalitate 
este imposibilă. 

5. Fie b—-(x—1/x)!!? şi a—(1—1/x)!?. Atunci x=a+b (1) şi fiindcă 
х #0, b-a=(b?—a2%)(b+a)=(x—1)/x=1—1/x (2). 

Adunind relaţiile (1) si (2) obţinem: 


2b—x—l1/xJ-1— b?4-1, deci b—1. 


Prin urmare, x—1/x=1, x2—x—1=0 şi х=(1+ү5)/2. Însă singura 
valoare care satisface ecuaţia iniţială este х= (1 +ү5)/2. 

6. Dacá x este numárul de animale, y numárul de oi si 2 pretul mie- 
lului, atunci avem x?—10y +z cu y un număr impar şi z «10. 

Penultima cifră a unui pătrat perfect este impară dacă și numai dacă 
ultima cifră este 4 sau 6. Convine z—6 şi fiul care a avut numai oi trebuie 
să cedeze fratelui său 2 dolari. 
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7. Pentru orice funcţie polinomială f(x) #(1) reprezintă suma coefi- 
cienţilor polinomului. Dacă această sumă este egală cu zero, (x— 1) este un 
divizor al lui f(x). Deoarece 1—24-3--4— 6=0, x—1 este rădăcină a ecuaţiei 
date, indiferent de modul în care înlocuim parantezele. 

8. Avem: х*-Еу*=(х-Еу)(х#*—х?у-Ех*у*-„... y?) = (х®-„уЗ)(х*— xy? + 
+у*)= (х +у)(х?—– ху +у?)(х?— х?у? +y") deci  х*®—х'у-„х*у#—... -+у%= 
= (х?— xy +у?)(х°— х?у? +y°). 

9. Ecuația х —5x?—4x?—7x +4=0 poate fi pusă sub formă (x?—2)?— 
= 5х? +7x. Pentru x negativ, membrul sting al ecuaţiei este pozitiv și membrul 
drept este negativ. Rezultă deci că ecuaţia dată nu admite soluții negative. 


АННЕ Сан Sg 
34-2i 13 

11. Ахет: f(x)— x* 4-x? +x? +x +1, deci (x— 1)f(x)—x5— 1. Putem scrie: 
f(x*)— (х20— 1) 4-(x!5— 1) -(x19— 1) -(x*— 1) +4 +1. Fiecare polinom dintre 
paranteze este multiplu al lui x*— 1 si prin urmare al lui f(x). În consecință 
î(x5)= (un multiplu al lui f(x)) 4-5. 

12 [ 1.2-4+2-4-8+3.6.12+... l" [1:2-41 4-243 =] S 

~ [1.3.9+2.6.18+3.9.27+... [заг e) 


= (827). 


13. Conform unei cunoscute reguli referitoare la proportii, даса a/b— 
—c[d, atunci (a+b)b=(c+d)/d. Aplicind această regulă la ecuaţia dată se 
134+235+3+ ...+(2n) Lu 
2:(1'42!4-3*4- ... Ьп) 242 
Restringind sumele de cuburi, obtinem: 

(2п)(2п-++1)/4 44 ^ 21: nr _ 21 


obtine: 


(8n)(n+1):/4 242 2.11? (п+1) 11° 


Deci n—10 (rădăcina negativă nu e acceptabilă). 

14. Orice număr întreg x este de forma Зп sau Зп +1. Dacă substituim 
aceste forme in ecuaţia x?—3y?— 17, rezultatul se poate scrie respectiv 
3(3n2—y2)= 17 şi 3(3n? -2n— y?)—16. 

Deoarece 3 nu divide nici pe 17 si nici pe 16, aceste ecuaţii nu pot să 
admită soluţii intregi!. 

15. Dacă punem x+y=a?șix—y=a,atuncix=a(a +1)/2şiy=a(a—1)/2. 
Fiecare numărător fiind produsul dintre un număr par şi unul impar rezultă 
că pentru orice a întreg, x şi y sînt întregi. 


16. Fractia poate fi scrisă în modul următor: 


(p +1 +1/р)(9 +1 +1/q)(r +1 +1/r)(s 4-1 4-1/s). 


Se ştie că suma unui număr pozitiv cu inversul sáu este'>2. Rezultă 
că fiecare factor al produsului este >3 şi deci produsul este > 81. 


1 Altă soluţie (E.R). Un pătrat este sau М; sau М;+1; în ecuaţia dată 
x2=M+2, deci # К, 
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Este evidentă următoarea generalizare a acestei probleme: 
pentru aiz0, i—1, 2, 3,... 


(2-2, 4-1) (a2 4- а, + 1) ... (a2 +а,+1) 


а,а,...а 


> 3". 
п 

17. Deoarece coeficientul lui x? este 0, rezultă cá a+b-+ec=0 si prin 
urmare b4-c— —a, c+a=—b, a+b=—c, deci ecuaţia căutată va avea 
rădăcinile: —1/a, —1/b, —1/cb. 

Pentru a o obţine nu trebuie decit să scriem coeficienţii în ordine 
inversă şi să schimbăm semnul coeficienţilor puterilor pare ale lui x; vom 
obţine: rx*—qx?—1—0. 

18. Media aritmetică a unei mulţimi de numere pozitive, nu toate 


A ; 3 | А ix 2 п? 
egale intre ele, este strict mai mare decit media lor geometricá, deci п= — = 
n 


ITEMS e He > 1.3.5.7... в)" 
n 


19. Fie № = 317. 329.33 ,,, = 3112-219-3/27-... 3", Atunci M/3 = 
= 1/3? + 2/33... +0 — 1)/3°+ 
(1—1/3)M— 1/3 -1/32 -1/33 - . ... 41/3" +... = (1/3)(1— 1/3) 2 1/2. 


Prin urmare: N—334— 1/27. 
20. Amplificind cu 1—x, avem: 


101 PA FD ex) +) = 0) —x9— 
—(1— x)(1 +x! 4-x?? x18...) 21— x рх! xU х3 ҳр... 


21. Multiplicind ecuatia datá cu 4 si adunind 1 in ambii membri obti- 
nem: 4х* J-Ax? Ax? +4x 4-1 — (2y 4-1)*. 

Pentru х= —1 rezultă у= —1 sau y=0; pentru х=0 rezultă у= —1 
sau y —0. Pentru x—2 rezultă у= —6 sau y —5. Pentru х= — 1, y este frac- 
tionar. 

Acestea sint toate soluţiile întregi ale ecuaţiei, deoarece pentru x< —1 
sau x<2, membrul sting al ecuaţiei este mai mare са (2x2-+x)?, dar mai тіс 
decît (2x? --x +1)? si deci nu poate fi egal cu numărul care figurează în mem- 
brul drept al ecuaţiei şi care este un pătrat perfect. 

22. Dacă ecuaţia admite o rădăcină reală, aceasta trebuie să fie nega- 
tivă. Fie ea —y. 

Dar 1—у +y?/2!—y?/3! +... -y" (2n) e >0 

Prin urmare ecuația nu are rădăcini reale. 

23. Fie cercul cu centrul 0 si de rază г. Plimbăm cu compasul raza г pe 
circumferință construind arcele egale AB, BC şi CD. Atunci AD e un diametru. 
Cu centrele in A si D si raza AC descriem două arce care se taie în E si E'. 


1 Explicaţia suplimentară: 


e spon 


(ax+ 1)(bx+1) (cx+1)=0; x.= UN х= = Ii n= Жө. 
a 
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Cercul cu raza OE şi centrul în A taie cercul initial in F si С. Atunci punctele 
AFDG formează împărțirea căutată. 
Demonstraţie: AC= гуз = АЕ 
ОЕ=}АЕ#—т#—г\ү2= AF. 


В C 
Fig. 81. 


24. E se găseşte la intersecţia bisectoarelor triunghiului BCD şi deci 
DE este bisectoarea unghiului BDC. 

25. Să considerăm o secţiune arbitrară a volumului comun celor doi 
cilindri, paralelă cu secţiunea centrală determinată de axele de simetrie. 
Еа va fi un pătrat, al cărui cerc înscris va fi secţiunea corespunzătoare a 
sferei înscrise în volumul comun al celor doi cilindri. De aici rezultă că rapor- 
tul dintre volumul comun şi volumul sferei înscrise este egal cu raportul 
dintre aria pătratului si aria cercului înscris în pătrat, deci: V=(4xr%/3)(4/7)= 
=16r?/3. (Se observă că spaţiu! comun celor doi cilindri poate fi subdivizat 
în piramide infinitezimale ale căror virfuri se află la intersecţia axelor şi cu 


Fig. 82. 


bazele de-a lungul generatoarelor cilindrilor. Aceste piramide au înălţimea 
egală cu unitatea, de unde vom deduce că aria figurii noastre este egală cu 16. 

26. Să considerăm toate dreptele determinate de perechi de puncte 
din mulţime. Să alegem apoi un nou punct aflat în afara cercului și care nu 
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aparţine nici uneia din aceste drepte. Sá considerăm o dreaptă care trece prin 
acest punct, situată la stînga mulţimii de puncte date. Cînd această dreaptă 
se rotește în jurul noului punct înspre mulţime (în cazul figurii noastre, 
spre dreapta) ea nu întilneşte în nici o poziţie mai mult decit un punct. 
Rotim această dreaptă pînă cînd a trecut peste exact un milion de puncte. 
Poziţia finală va fi cea căutată. 


27. Deoarece | ҮБ—\/с |(Vb4- Vc) 2| bB—c |< (Ya)? «(b +) « G/b - V 9* 
avem: | Vb— vc |« Va «(Vb 4- Ye)- 

Altfel (E.R.): Dacă a>b>c, pentru ca a, b. c să fie laturile unui tri- 
unghi e suficient ca a« b +c, respectiva <үь+ус , ceea ce este evident. 


28. Laturile triunghiului si ale hexagonului se află in raportul 2:1. 
Să observăm că triunghiul poate fi descompus in patru triunghiuri echila- 
terale, iar hexagonul în şase triunghiuri 
echilaterale, toate egale între ele. Rezultă 
că raportul ariilor este 2: 3. 

29. Formula de recurenţă care dă nu- 
merele lui Fibonacci fiind Е, РЕ.,,=Е,,2, 
înseamnă că trei numere ale lui Fibonacci 
consecutive satisfac ecuația х +у=2. Prin 
urmare cele patru virfuri ale tetraedrului Fig. 84. 
fiind coplanare, volumul său este nul. 

Mai mult, cele 12 coordonate nu trebuie să fie termeni consecutivi. 
Același rezultat rămîne valabil şi în cazul cînd ordonatele fiecărui virf sint 
numere ale lui Fibonacci consecutive. 


30. Teorema lui Pappus afirmă că dacă virfurile alternative ale unui 
hexagon sînt situate respectiv pe două drepte, atunci intersecțiile laturilor 
opuse sint coliniare. Dacă AB şi DC se intersectează în I, atunci laturile 


С 


БА 


Fig. 85. 


opuse ale hexagonului AEDBFCA se intersecteazá їп С, I si Н, care, prin 
urmare, sint coliniare. Orice dreaptă dusă prin punctul de intersecție I ai 
diagonalelor unui paralelogram împarte paralelogramul în două figuri egale. 


Altfel: se aplică teorema lui Menelau în triunghiurile BEC şi AED. 
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31. Dacă două triunghiuri au aceeași înălţime, raportul ariilor lor este 


m 
= = 


+B m+n 


egal cu raportul bazelor, notînd ciclic cele patru triunghiuri: = 


Fig. 86 
B +B B j 
Analog: mE, са шее si D caer. 
B+C Q C+D Q D+A 


Ínmultind membru cu membru cele patru egalitáti obținem: 
(А)(В)(С)(р)= (A +B)(B +0)?(C +D) (D +A)/Q*. 


1. 


2. 


3 


л A 


16. 
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